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Vorwort. 



Über den Wert wissenschaftlicher Methoden kann man streiten; 
es ist überall gestattet , die eine vor der andern zu bevorzugen. 
Eine jede muis sich aber über ihre erkenntnistheoretische Berech- 
tigung zweifelsfrei auszuweisen vermögen. Diese Überzeugung hat 
mich bei den folgenden Untersuchungen gefiihrt und mich veran- 
lafsty von allgemeinsten Erörterungen auszugehen, die im wesent- 
lichen auf ElANrischer Grundlage fufsen. 

Jene Schwierigkeit , die viele Anwendungen der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung mit sich bringen, habe ich an mir selbst erfiähren. 
Als ich mich vor wenigen Jahren vom Lehrerberufe dem Ver- 
sicherungswesen zugewendet hatte, wollte es mir namentlich nicht 
gelingen, den Gebrauch der BAYESschen Regel mit meinem Denken 
zu vereinigen. 

Die Kritik der beiden Gelehrten Fbies (Versuch einer Kritik 
der Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1842) und Coubnot 
(Exposition de la thöorie des chances et des probabilitds, 1843) ist 
an den Lehrbüchern der Disziplin selbst fast spurlos vorüber- 
gegangen und hat erst in neuester Zeit den Anlaüs gegeben, ihre 
Grundgedanken wiederum zu prüfen. 

Die Abhandlungen der Logik widmen der Lehre eine ein- 
gehendere Darstellung, besonders seitdem Lotze ihr ein Kapitel 
seiner scharfsinnigen und kritischen Betrachtungen geschenkt hat 
Seine geistreiche Verknüpfung der Theorie mit dem disjunktiven 
Urteil giebt eine Erkenntnis der formal logischen Vorgänge, die 
mit dem mathematischen Wahrscheinlichkeitsurteil verbunden sind. 
Indem sie uns aber von dem Urnenschema frei zu machen sucht, 
legt sie nahe, dessen erkenntnistheoretischen Gehalt zu übersehen. 



rV Vortooft 

In der That ist mit der auf dem disjunktiven Urteil gründen- 
den Theorie Stumpfs, die er in den Berichten der bairischen 
Akademie (1892) im G^ensatze zu den 1886 erschienenen Unter- 
suchungen von y. SlBIES giebt, das ursprüngliche, einen wenn auch 
noch so blassen Sachverhalt voraussetzende Schema auf ein rein 
logisches gebracht. 

Hauptsächlich im Widerspruch mit den von Stumpf vertretenen 
Ansichten ; die den Hauptton auf das Moment des Nichtwissens 
legen, reifte in mir der Entschlufs, den von v. EIbies erhobenen 
Anspruch auf objektive Begründung der Ansätze, wie sie unser 
Wissen zu geben hat, von neuem geltend zu machen und, wie ich 
hoffen darf, auch zu rechtfertigen. 

So nahe daher die grundlegenden Anschauungen meines Buches 
den von v. KsiESSchen stehen, so bin ich doch seiner Aufstellung 
eines Prinzips der Spielräume entgegengetreten, hierin mit Stumpf 
übereinstimmend, der ebenfalls die allgemeinen Erkenntnisprinzipien 
für ausreichend hält. Für mich ist das Gleichwahrscheinliche 
immer das in gleicher Weise Begründete, und die Beurteilung des 
gleich Unbegründeten, das lediglich zum Erraten auffordert, 
scheidet wiederum unsere Auffassungen, die sich beide als logische 
ansprechen lassen dürfen. Das Geschehen selbst, auf das sich alle 
mathematischen Aussagen der Lehre beziehen, ist durch keine 
Analyse erfafsbar; eben deshalb aber haben wir alle Ursache, uns 
für mathematische Wahrscheinlichkeitsurteile auf die allgemeinen 
Prinzipien der Erfahrung zu stützen. 

Ich habe an die alte Theorie angeknüpft und mich auf den 
Schematismus beschränkt; man sollte ihn immer scharf von den 
Anwendungen trennen, die sich in jeder Disziplin erst als berechtigt 
auszuweisen haben. Nur wo es unumgänglich notwendig war, habe 
ich den Anwendungen einige allgemeinste Bemerkungen gewidmet. 
Auf die in neuerer Zeit mehr als je in den Vordergrund tretende 
eigene Ejitik der Einzeldisziplinen näher einzugehen, hätte das ge- 
steckte Ziel überschritten. 

Es ist mir lieb, dafs die Vorrede noch die Gelegenheit giebt, 
auf ein Versehen hinzuweisen, dessen ich mich auf S. 208 und 
auch an anderem Orte^) gegen v. SLbies schuldig gemacht habe. 

In der That vertritt v. Kbies den Standpunkt, dafs der da- 



1) Wahrscheinlichkeit und Versicherung. Bulletin du Comit^ Permanent 
des Congrös intemationaux d^Actuaires. 1897. Heft 1. S. 61. 
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selbst besprochene Ansatz ohne feste Voraussetzungen bedeutungslos 
ie denn überhaupt seine AnffaBBung in den ersten grund- 
legenden Fragen von der unsem kaum abweichen dürfte. 

Nur formell bedingt es einen Unterschied, wenn v. Keies von 
der WtUkUr der Ansätze spricht, während in der historisch gegebenen 
Lehre jegliche Unklarheit schwindet, wenn man die nötigen Vor- 
aussetzungen ausdrücklich ausspricht, wie es neuerdings in dem 
Lehrbuche von J. Bebtband: Caicul des probabilitiJs (Paris 1889) 
geschehen ist. 

Die Schwierigkeiten beginnen erst mit der Anwendung der 
BAYEsschen Regel, und man hat allen Anlafs, sich von deren be- 
rückenden Überlegungen &ei zu machen, aofem sie mit Annahmen 
ebnet, die sich nur als logisch oder auch objektiv möglich 
ausweisen können. Auch sie haben nur Wert, wofern sie gleich- 
begründet sind. 

Auf einem so oft behandelten Gebiete wesentlich Neues zu 
bringen oder auch jeden schon früher ausgesprochenen Gedanken 
durch einen Hinweis zu belegen, wird man weder verlangen, noch 
BoU es für unsere Darstellung in Anspruch genommen werden. 

Indessen wird man ihr das Urteil nicht versagen, dafa sie mit 
eigenem Denken den schwierigen Gegenstand zu beleuchten und 
ihn überdies von unnötigen Überlegungen zu befreien sucht. 

Die Bedürfnisfrage wird man, trotz der so tiefgehenden Unter- 
suchungen von V. Khies, nicht verneinen wollen. Man muTs von 
einem jeden Kapitel der Methodenlehre beanspruchen, dafs es nach 
seinen Vorschriften unzweideutig erscheine, wenn auch in der Be- 
gründung eine durch die menschliche Natur gegebene Wahl ver- 
bleiben sollte. Und so glaube ich, dafs die Veröffentlichung durch 
die von Stüäpp und von einigen Lehrbüchern der Logik vertretene 
Theorie des disjunktiven Urteils hinreichend gerechtfertigt erscheint. 

Das Buch richtet sich an alle, die an der Wahrscheinlichkeits- 
lehre ein Interesse nehmen , und ist aus dem Wunsche entstanden, 
lenen einen Dienst zu leisten , die sich mit ihr vertraut machen 
'ollen. 

Die wenigen mathematischen Ableitungen werden durch er- 
;lärenden Text erläutert, so dafs jeder Gebildete mühelos zu folgen 
ermag. 

Im übrigen sind die einfachen Bechnungsregeln so populär, 
[afs es wtinflchenswert erscheint, sie nicht mit falschen Vorstellungen 
eiter kursieren su lassen. Namentlich die Schule hätte die Ver- 



VI Vorwort 

pfliohtungy sich nicht bloÜB auf kombinatorische Übungen zu be- 
schränken, sondern auch auf die Voraussetzungen hinzuweisen, die 
allein jene Quotienten zu Rechnungselementen machen. Schon hier 
wäre Gelegenheit geboten, die Begriffe der logischen und objektiven 
Möglichkeit zu erörtern und auf jene reinliche Scheidung hinzu- 
zuweisen, durch die Kant mühselige wissenschaftliche Arbeit und 
Spekulation trennte, indem er Erkennen und Denken durch Wort 
und Erklärung auseinanderhielt. In letzter Linie ist es die Ver- 
wechslung dieser beiden Funktionen, die auf unserem Gebiete Irr- 
tümer hervorgerufen hat. 

Ich erfülle gern die Pflicht, hülireichen Freunden an dieser 
Stelle meinen Dank abzustatten. Die Herren Gymnasialoberlehrer 
Dr. Rohrbach und Dr. Ad. Schmidt haben mich bei der Korrektur 
unterstützt und auch sonst freundlich beraten. 

Herrn Professor Dr. Harzer, bisher in Gotha, nunmehr in 
Kiel, bin ich für das freundliche Interesse dankbar, das er an 
dieser Veröffentlichung genommen hat, wie ich mich auch der 
Verlagsbuchhandlung zu grofsem Danke verbunden weifs. 

Gotha, im April 1897. 

Ladwig Ooldschmidt. 



Inhalt. 



Seite 

Einleitung 1 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit 88 

Die gleichwahrscheinlichen Fälle 86 

Das Gesetz der grofsen Zahlen 129 

Die logische Theorie und das Gesetz der grofsen Zahlen .... 174 

Die Bajessche Regel 192 

Der Bemoullische Satz und die Bajessche Regel 224 

SchluTshetrachtungen 264 



Berichtiglingren. 



Seite 7 Zeile 13 v. a. lies: wenn ich mir nur nicht selbst widerspreche. 

„ 82 „ 17 y. 0. „ geben f&r gehen. 

„46 „ 5 y. o. „ identische fElr identischen. 

„48 „ 1 y. u. „ nach „Induktion^: entlehnt. 

„ 86 I, 16 y. n. „ lo* f&r to«. 

I, 107 „ 1 y. 0. „ nach lydie**: sich. 



Einleitung. 



i^l ach den gleichen Gesetzen vollzieht sich das Denken des 
gewöhnlichen Lebens und das der Wissenschaft. Der Inhalt kann 
ein anderer sein bei den Äufserungen derselben Funktion, aber auch 
das ist nicht immer der Fall. Vielmehr überwiegt in der Wechsel- 
wirkung die Gemeinsamkeit der Gegenstände, welche denkend be- 
arbeitet werden. Die Disziplinen lassen sich zählen, deren Inhalt 
frei ist von den Gedanken des Alltags, und wenn sie es wirklich 
zu sein scheinen, wird es meistens nicht schwer sein, in den Bau- 
steinen dieselben Elemente nachzuweisen, deren sich der bedürftige 
Mensch im Kampfe mit der Natur bedienen mufste, um sich zu 
ihrem Herrn zu machen. Eine beständige Anregung geht vom 
praktischen Leben aus und fördert wissenschaftliche Arbeit, sei es, 
dafs es Aufgaben zur Lösung stelle oder sich selbst als Objekt der 
Untersuchung erbiete. An den Strom von Gedanken, der zurück- 
flielst, zu erinnern, ist in einer Zeit unnötig, in welcher der erste 
Physiker seines Jahrhunderts ein Institut leitete , das auf wissen- 
schaftlicher Basis praktische Zwecke verfolgt 

Das Denken ist eines; liefse es sich in Arten zerlegen, so würde 
die Anarchie widerstreitender Gedanken eine jede Verständigung 
unter den Menschen unmöglich machen. Eine babylonische Sprach- 
verwirrung kann diese Verständigung erschweren, aber sie selbst 
hat zur Voraussetzung, dafs die Elemente des Denkens in den be- 
troffenen Individuen gewahrt bleiben. Ohne einheitliches Denken 
wäre eine jede Sprache ein Nonsens ; der Mensch würde sie unter- 
drücken müssen, um nicht mifsverstanden zu werden. 

Wenn aber das Denken der Wissenschaft und das des Lebens 
dasselbe ist, wie kommen wir dazu, beide durch unsere Worte zu 
scheiden? 

Ooldsohmidt, WahrsoheinliohkeitsrechnuDg. 1 



2 Einleitung. 

Die Wissenschaft bestimmt ihren Gegenstand selbständig , lAüst 
sich hinwiederum nur von diesem leiten und kann daher von allem 
absehen, was sich nicht notwendig auf ihre Objekte bezieht In 
dieser Selbstbestimmung liegt ihre Freiheit, aber im engsten 
Zusammenhange mit der freien Wahl des Gegenstandes steht eine 
feste Ordnung ihrer Gedanken, die nicht willktlrlich, sondern in 
einem einheitlichen Geftlge aneinander gereiht werden müssen. Nor 
graduell scheidet sie von dem sonstigen Denken die strenge Prüfung, 
welche sie den logischen Elementen vor oder mit der Verwendung 
widmet. 

Der gesunde Menschenverstand in seiner gewöhnlichen Be- 
thätigung hingegen ist ein Diener der Bedürfnisse und Gegenstände, 
wie sie im bunten Wechsel ohne Rücksicht auf irgend eine systema- 
tische Beschränkung das Lieben bietet Er ist zugleich abhängig 
von dem Entwicklungsstadinm, in welchem sich das wissenachafUiche 
Denken der Zeit befindet, und von dem Anteil, welchen er sdbet 
sieh an diesem erworben hat Der Sprachgebrauch ist zu milde 
mit der Prädizierung des gesunden Menschenverstands, und die 
Philosophen fbhlen sich bewogen, das Prädikat mit einem Bei- 
geschmack von Herablassung zu verwenden. Wie sie mein^i, 
vorläJst sich der gesunde Menschenverstand auf den Sinnenschein 
und ist schwer zu bew^en, an dem zu zweifeln, was ftir ihn auf 
der Hand liegt, währ^id doch mit dem Zweifel der philosophische, 
das ist der kritische Verstand anhebt Der von einer un^iilo- 
sophiachen Majorität gddtete 8|n:achgebraach andrerseits ist parteiisch 
QBd nicht abgeneigt, eine gewisse Beschränktheit, weil sie immerhin 
Seibistäiidigkcat zeigt, atumerkeinieii« Das kann natürlich nicht 
davon abhaitm, rrnn ^tmmA^gn M^mjiefaeDvenitand im besten Sinne zu 
sprechen und auch rtm ibm ein« Kritik seiner Gedanken zu ver- 
langen. ADea in allein M er ein r^MÜrer B^riff, und man soDte 
ihn dem Einzdnen wn v/ n^ebr zo^vpredien, in je intensiverer Weise 
er von den, wm iri«ieMielMiftiklikW Denken ihm erworben hat, 
tngtägiidii Gelmndto zn vjM^it^m ven^ht Wir glauben anch dem 
YolksDand sidbl^ 4je Oelelurte9b Wm4 mefat immer die Verkehrten, 
nnd trifft dS«s W'^ m ^imA^^^c^ F«Ile m^ m bietet sich entweder 
kein ADgnbfmsikt f^ 4^, A^n»'^^«? y^;r eriangter Kenntnis oder die 
Besd^uäcJcsif^ 4^ hw^U ^*fiß%'iu4^frtf wie sie ein planloses 
Anhäufen v^^ Winn^^ lfi*5WtiKWe*», x*vti(^^it eine organische Ver- 
acik»eizang is 4«r y^^i^M'.^k^A- fvr dk^it^t Fall lä£st auch die 
GeM>r«nrkwt 4» i<«r>^/;ftAr4e.V^ K^''/f4 ;^9, 4^ in »dnem Denken 
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EinleituHtj. 3 

und Handeln einen krassen Unterschied zeigt, weil er, wie Kant 
.treffend beiuerkt, nicht zu aubsumieren, d. h. in dem vorliegenden 
Itesonderen Falle nicht die ÜbereinstinimuDg mit ihm bekannten 
.Mlgemeinen Verhältnissen zu erkennen fähig ist. 

Seitdem Menschen überhaupt existieren, und das will ebenso- 
wuhl HBgeu : so lange gedacht wird, befolgt das Denken unwillkürlich 
Gesetze, welche kodifiziert in der Logik vorliegen. Die Wissen- 
aclmft hatte nur aufzuschreiben, was In der Thatigkeit des gesunden 
Menschenverstands vorlag, und die Logik war fertig. Aber doch 
liegt die Aufgabe anders als etwa die des Gesetzgeber», der das 
Gewohnheitsrecht der Vergangenheit der Zukunft vorschreibt und 
dabei die Bemerkung machen wird, dafs seine Bestimmungen von 
llhnlichen anderer Völker abweichen. Unabhängig von Ort und 
Zeit hoiseheu dieselben Gesetze Gehorsam, und ihrem Zwange 
würde man sich nicht entziehen können, auch wenn man es wollte. 
In der That war das Gebäude der Logik schon früh unter Dach 
und Fach. Durch Jahrhunderte hat die formale Logik des Aristoteles 
eine grofae Wertschätzung genossen, die freilich keinen anderen 
.Ausbau zuzulassen schien, als die Vervollkommnung jener Technik 
des Denkens, die in der Erschitpfung alter möglichen Syllogismen 
ihre höchste Aufgabe sah. 

Erst in neuerer Zeit hat man erkannt, dafs mit der formalen 
Logik allein der menschliche Verstand in seinem ganzen Um- 
fange nicht auf Regeln gebracht war. Man hätte das schon aus 
den in der W'issenschaft seit alter Zeit mitgeachlepplen Trug- 
schlüssen und Sophismen ersehen können. Gerade sie beweisen, 
dafs es logische Fehler — Verstöfse gegen die formale Logik des 
Aristoteles — bei normalem Verstände nicht gieht, denn diese be- 
schreibt ja nur die Verfahrungs weisen des Verstandes. Nicht im 
logischen Schlüsse irren wir, sondern in der Anwendung der absolut 
sicheren Form auf den Stoff, der unserem urteil unterliegt. Die 
formale Logik gieht die ersten Bedingungen, die erfüllt sein mUssen, 
wenn wir richtig urteilen wollen, aber die Formen des Denkens 
und liberall dieselben , da es ja nur e i n Denken giebt. Soll die 
»gik zu einem Kriterium der Erkenntnis werden, so kann sie 
iuht umhin, den Gedanken auch auf seinen Inhalt zu prüfen. 
!an wird auf Grund falscher Prämissen zu einem falschen Urieil 
ifuhrt werden; das Urteil ist formal richtig gebildet, aber die 
ussage ist falsch. Den ganzen Gedankenpro zefs wird man also 
;t dann richtig nennen, wenn man sich vorerst der Prämissen und 



4 EifUeüung, 

ihres richtigen Inhalts versichert hat Es wäre ein Spiel des Witzes, 
mit y oraussetznngen , die als trügerisch erkannt sind, zu den 
Folgerungen zu schreiten. Wo das dennoch geschieht, kann es 
nur den Zweck haben, eben jene Voraussetzungen als unrichtig zu 
erweisen oder einen hypothetischen, immerhin als möglich ange- 
nommenen Thatbestand in seine Konsequenzen zu verfolgen. In 
vielen Fällen bedingt menschliche Unvollkommenheit, dafs uns 
absolut sichere oder zureichende Prämissen für unsere Schlufsurteile 
nicht gegeben sind. Wir sind dann genötigt, unseren Folgerungen 
eine bestimmte Wertung für die Erkenntnis angedeihen zu lassen; 
wir befinden uns im Bereiche des Wahrscheinlichen. 

Die Gedanken der Wissenschaft wollen Erkenntnis darstellen, 
die des täglichen Lebens nicht minder, aber die letzteren haben einen 
gewissen Vorzug vor jenen. Das tägliche Leben giebt die Kriterien 
der Erkenntnis in einer so unmittelbaren Form, dafs kein Mensch 
lange Zeit darüber im Zweifel gehalten wird, ob er richtig gedacht 
hat oder nicht. Denn Leben und Handeln sind nicht von einander 
zu trennen; die Urteile des gemeinen Verstandes haben sich in den 
Willensbethätigungen zu erproben. Der Erfolg ist zwar kein so 
sicherer Prüfstein, wie die gewöhnliche Kritik anzunehmen geneigt 
ist, aber der gesunde Menschenverstand hat in den seltensten Fällen 
ein anderes Mittel, neben anderen Eigenschaften auch den Verstand 
des Handelnden zu schätzen. Jeder Mifserfolg veranlafst aber den 
Handelnden, seine Urteile zu prüfen und, wenn nötig, zu berichtigen. 
Wäre alles vernünftige Denken zugleich Gewufstes, dessen Sicherheit 
den Zweifel ausschliefst, so würde unser Handeln ein unfehlbares 
sein. Glücklicherweise ist es nicht so. Vielmehr pflegen wir bei 
Willensbethätigungen, die sich auf ein sicheres Wissen stützen, kaum 
mehr von einem Handeln zu sprechen. Wenn wir ein Streichholz 
an einer Fläche schnell hinführen, so kennen wir den Erfolg im 
voraus. Alle ähnlichen Bethätigungen bedeuten uns im eigentlichen 
Sinne des Sprachgebrauchs kein Handeln, es sind, wie wir uns aus- 
drücken, Verrichtungen. Unsäglich öde wäre das Leben, das 
sich auf Verrichtungen beschränkte; einen Inhalt erhält es erst 
durch jene Aktivität, die, sich auf ein Wissen stützend, doch über 
den Erfolg im Ungewissen ist. Der Müfsiggänger handelt nicht, 
aber auch ihm legt sein Bedürfnis den Wunsch nahe, sich in seinen 
Wegen nicht auf ausgetretene Bahnen zu beschränken. Ist er nach 
irgend einer Richtung etwa politisch interessiert, so entscheidet er 
sich in aktuellen Fragen auch ohne eigenen thätigen Anteil fUr 
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diese oder jene MaTsregel, freut sich über ihren Erfolg oder iat 
gekränkt, wean er ausbleibt. — Das Spiel heifat nicht utosonst 
geschäftiger Mufsiggang. Es ist formales Handeln, da es gleichsam 
auf eine Abstraktion des Lebens hinauskommt und im allgemeinen 
eich keine anderen Zwecke vorsetzt, als die Zeit angenehm tot- 
zuschlagen. 

Den objektiven Elementen des ^^'i8^en8 gesellen sich psycho- 
logische und ethische Momente hinzu, die unser Handeln beein- 
flussen. Erregung, Hoffnung, Furcht und Voreingenommenheit 
sind geeignet, unsere Entschtitsse zu leiten, und in vielen Fällen 
führt das Pflichtgefühl zu Handlungen, die der Verstand widerraten 
würde, sofern er nur über die Aussicht<;n des Erfolgs um ein Urteil 
befragt oder vielmehr sofern nur die ErwJlgung des Erfolgs allein 
bestimmend sein würde. 

Wenn wir von einer Ursache die Wirkung kennen, so erwarten 
wir die letztere, wenn wir die erstere konstatiert haben, unter einem 
Zwange, der nicht in den Dingen, sondern in den Gesetzen unseres 
Denkens liegt. Es ist nicht die Macht der Gewohnheit, die nach 
der Meinung HtJMES uns den Kausalbegriff aufnötigt. Wie sollte 
sonst ein einziger Fall, der unseren früheren Erfahrungen wider- 
spricht, uns darüber aufzuklilren imstande sein, dafs wir uns in 
der Statuierung des Kausatzusammenhangs getauscht haben? 

Sind die Gesetze des Denkens dem Subjekte eigen, so sind sie es 
doch in anderer Weise als jene Momente, die das Urteil des einzelnen 
Menschen ata das erscheinen lassen, was wir seine subjektive 
Meinung zu nennen pflegen. Wo wir zugehen müssen, daCs alle 
Menschen notgedrungen dasselbe denken, begegnen wir einer That- 
sache, die wir aus Ursachen nicht abzuleiten vermögen, die an- 
zuzweifeln bedeuten würde, dafs wir es für möglich hielten, auf 
das Denken Verzicht zu leisten. Dieser Zweifel ist ein unmöglicher 
Gedanke; man kann ihn nur konstatieren als einen Widersinn, der 
unvollziehbar ist. Man nennt jene Gesetze apriorische, und ihr Sinn 
' liegt in der Aufhebung individueller Verschiedenheiten, in der 
I Möglichkeit objektiver Erkenntnis. Alle Verrichtungen be- 
ruhen auf objektiver Erkenntnis, die uns die Sicherlieit des Er- 
folgs garantiert. Hire Bedingungen müssen somit dieselben sein, 
I Ton denen das Geschehen abhängt, und da wir uns bei der Be- 
I trachtung der Dinge unserer selbst nicht entkleiden können, so kann 
lalle Objektivität keinen andern Sinn haben, als dafs sie in dem 
2irange beruht, durch den in unserem Denken eine zwar logisch 
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treniiliare, aber nur in der Vereinigung bedeutungsvolle Ver-I 
Schmelzung von Form und Inhalt zu stände kommt. I 

Ea macht nun keinen Unterschied, ob wir in einem Urteil did 
Gewifsheit einer Tliritaache aussprechen oder nur, dafa sie an» 
möglich oder wahrscheinlich erscheine; in beiden Fällen sind jene 
Gesetze wirksam. Sie lassen keinen Spielraum und gewähren k^na 
Ausnahme. Wenn wir für unser Handeln eine Entscheidung treffen, 
80 kann unser Verstand aus dem Felde geschlagen werden durch 
psychologische, rein individuelle EinäUsse, und das Urteil, in welchem'' 
nur Gründe und Gegengriinde hinsichtlich des Erfolgs abgewogen' 
werden, ist nur eine Abstraktion aua dem Getriebe unseres Seelen- 
lebens. Wo vernünftige und vorsichtige Erwägungen vorherrechen, 
bei den „ Verstand esnaturen", wie sie die Umgebung nennt, kommen 
doch auch psychologische Trübungen des Urteils vor; im guten 
Sinne gebrauchen wir dies Char akter isticum, wo ethische Gesichts- 
punkte den Weg in erster Linie bestimmen, mit einer etwao de- 
spektierlichen Klangfarbe hingegen, wo Hufserer Vorteil die Leitung 
der Gedanken und Handlungen ausseht iefsl ich in Anspruch nimmt. 
Auf die Kompliziertheit aller dieser Momente für die Beurteilung 
der Individuen und einer Gesamtheit von Individuen hinzuweiBen, 
ist überflüssig. Jedermann weifs, wie sehr durch sie jenen Wissen- 
schaften, die ans der Wechselwirkung menschlichen Handelns 
und systematischen Denkens hervorgegangen sind, wie der National- 
ökonomie, die Verallgemeinerung ihrer Thatsachen erschwert wipd. 

Zusammenfassend mag also wiederholt werden, dafs die allem 
menschlichen Thun — den Begriff im weitesten Sinne genommen — 
zugrundeliegenden logischen Elemente nicht allein überall dieselben 
sind, sondern dafs auch ihre Verknüpfung bei allen Menschen mit 
Notwendigkeil die gleiche ist. Die Verschiedenheit der Urteile 
bei diesem und jenem über denselben Gegenstand beruhen eben 
nur darauf, dafs die Voraussetzungen, welche im individuellen 
Verstände für das Urteil verwandt werden, verschiedene sind nach 
der Kenntnis und Weise des denkenden Subjekts. Wo indessen' 
für alle Individuen schon im Gegenstande selbst eine Nötigung zi^i 
eindeutiger Auffassung liegt, kann eine Verschiedenheit der Meinungen" 
überhaupt nicht entstehen. Sehen wir ganz vom Inhalte der Ürt^l« 
ab, prüfen wir lediglich das formale Denken, so konstruii 
gewiss er mafsen eine reine Logik, und hier wie in der Mathematih, 
in der vüUig objektive, d. h. für alle Menschen Ubereinsümmendi 
Anschauungen dem Urteil unterliegen, kann eine Diskrepanz nii 
auftreten. 
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Formale Logik und Matliematik sind die einzigen Disziplinen 
von allgemeiner, durch keinerlei subjektive Eigenheit einzu- 
BchrUnkendei- Gültigkeit. Die erstere ist als ein Inventar der Formen 
von dem Entwicklungagange der Mathematik historisch abhängig 
gewesen, aber sie ist die allgemeinere Disziplin. Die Mathematik 
hat mehr als jede andere Wissenschaft, abgesehen von ihrem 
formalen Gegenstande, Veranlassung gehabt, sich des logischen 
Gerippes zu bemächtigen, so dafs sie in ihren fundamentalen Sätzen 
in die Logik hineinragt. Aber ihre logischen Elemente, die sie 
immer in derselben Weise bei allen Problemen verwendet, sind 
doch nur ein Teil und nicht der ganze Inhalt der Logik. FUr die 
Anwendung beider Wissenschaften in der Erfahrung stellt sich die 
erkenntnistheoretische Logik die Aufgabe, die Bedingungen zu 
untersuchen, an welche ein richtiges Wissen geknüpft ist Indem 
sie hier nur feststellen will, was auf die Anerkennung aller Menschen 
Anspruch erhebt, scheidet sie alles aus, was dem einzelnen Subjekt 
zugesprochen werden müfste, 

Giebt man obige fast selbstverständlich erscheinende Über- 
legung zu, so wird sich auch für jede Aufserung unseres Willens 
eine logische Grundlage finden, über die, wenn man sich er- 
schöpfend ausgesprochen hat, bei den Menschen volle Einigkeit 
zu erreichen sein mufs. Die Frage nach der Freiheit des Willens 
braucht dabei gar nicht gestellt zu werden. Wir negieren nur eine 
Freiheit des unsere Handlungen wesentlich bestimmenden Denkens, 
wenn man diesen Begriff im Sinne willkürlicher Elemente des 
Denkens, über deren Inventar wohl, über deren Bedeutung für das 
Erkennen aber nicht gestritten werden kann, und einer willkürbchen 
Kombination in Urteil und Schlufs interpretieren will. Freilich: 
„denken kann ich, was ich will, wenn es sich nur nicht logisch 
widerspricht." Der Nachsatz hebt die Möglichkeit des logisch Un- 
möglichen, des formalen Widersinns, völlig auf. Auch im „.Spiet 
des Witzes" müssen die formalen Gesetze befolgt werden, wofern 
nicht etwa seine Pointe darin liegt, daTs Widersinniges gesprochen 
oder geschrieben und der Witz im formalen Widersinn begründet 
wird. Wenn es im Studentenliede hellst: 

.,Wenn ich einmMl der Herrgott war', 

Mein erstes wäre da», 

Ich Dfthme meine Allmacht her 

Und schür ein grottee Fah. 

Ein Pafp >n »Tola aU diesi- W^l:, 
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80 ist dieser Vers ein Spiel des Witzes. Aber logisch richtig ist 
alles, was in diesen Zeilen gesagt ist Im Begriffe der Allmacht 
liegt die Möglichkeit, so zu handeln, wie es der durstige Sänger 
wünschte. Dagegen giebt der bekannte Scherz 

„Ich wollt*, ich war' ein Louisdor, 
Dann kauft' ich gleich mir Bier davor*' 

einen Witz, der sich auf den logischen Widersinn gründet Dem 
Begriff des Louisdor widerspricht es, dafs er überhaupt etwas 
wollen kann, und ich selbst kann nicht denken, dafs ich ein Louisdor 
sei, denn in diesem Gedanken würde ich mein Denken selbst aufheben 
müssen. Vielleicht, dafs ich denken könnte, dafs ich nicht denken 
kann, wird man als einen richtigen Gedanken noch hinnehmen wollen, 
aber dafs ich nichtdenkend mir etwas für mich selbst kaufen könne, 
enthält einen kompletten Widersinn, da jedes Kaufen ein Denken 
sicherlich voraussetzt. Wir lachen über den Unsinn um so mehr, 
je feierlicher und bedeutsamer die Form ist, die ihn uns zumutet. 
Ohne den Rhythmus der Verse würden uns jene Scherze kaum ein 
Lächeln abnötigen. 

Auch in ernsterem Sinn kann ich vieles denken, das nur in 
sich logisch gefestigt ist, ohne einen realen Untergrund zu haben. 
Aber wissenschaftliches Denken ist das nicht, sofern damit auf ein 
Erkennen der Dinge abgezielt wird. Für die nichteuklidische 
Geometrie liegt die logische Begründung in der Thatsache, dafs 
eine andere Raumanschauimg als die unsere sehr wohl denkbar 
ist Auf einen logischen Widerspruch stofse ich hier nicht, und 
wenn ich die Eigenschaften einer auch nur hypothetischen An- 
schauungsform untersuche, so wird unsere Erkenntnis wenigstens 
um Resultate bereichert, die sich auf die Möglichkeiten unseres 
Denkens und Anschauens beziehen. Die Gewalt, welche ich unserer 
Anschauungsform anthue, beweist doch, dafs bis zu einem gewissen 
Grade auch die Anschauung, die wir haben, und die uns die 
Objektivität der Aufsenwelt sichert, einer modifizierten Art in 
bestimmter Weise zu Hülfe kommen und sie theoretischer Bearbeitung 
zugänglich machen kann. Auch das Interesse läfst sich nicht 
leugnen. Wenn Helmholtz das Wesen von zweidimensionalen 
Geschöpfen untersucht, die sich auf oder in der Kugeloberfläche 
zu bewegen beschränkt sind, um eine bestimmte Ansicht über den 
Raum überhaupt zu erhärten, so begegnen wir nirgends logischen 
Widersprüchen. Wir gelangen zwar nicht zur Erkenntnis zwei- 



dtmoiBionaler Wesen, schliefaen vielmehr von der Anschauung ge- 
leitet aus fingierten Prämissen; aber die Frage, ob und wie eine 
solche chimärische Bescbaffentieit ihre Träger in der räumlichen 
Auffassung beeinäussen würde, ist an sich interessant und wäre es 
auch dann, wenn sie nicht lediglich unter dem Gesichtepunkte eines 
Kittels zum Zweck aufgeworfen worden wäre. 

Die Fiktion einer Freiheit unserer Gedanken, wo diese selbst 
nur logisch, d. h. durch sich selbst eingeschränkt sind, ist etwas 
Denkmögliches; denn sonst wUrde ich sie weder aufstellen noch 
durch Beispiele nachweisen kOnnen. Von dieser Freiheit, auf der 
Bchliefslicb jede Methodik zur Bestimmung des Wirklichen inner- 

Ihalb des Möglichen beruht, machen wir einen tausendföltigen Ge- 
brauch, indem wir willkürliche Voraussetzungen in ihre Konsequenzen 
Verfolgen, 
In der Kunst verlangen wir eine strenge Logik auch da, wo 
der Künstler sich freischaffend einen Gegenstand wählt, dessen 
BealitAt nur in sich und in der Darstellung gegründet ist. Hierfür 
mag nur ein Beispiel angeführt werden. Als Mobitz von Schwind 
mit der Komposition der Wartburgfresken beschäftigt war, nahm 
man am Heiligenscheine der Elisabeth und an der Darstellung der 
Wunder Anstand. Schwind aber liefs sich nicht beeinflussen. „Die 
heilige Elisabeth" — schrieb er — „ist und bleibt die heilige Elisabeth 
mit dem Wunder der Verwandlung ihrer Brote in Blumen, und 
ich würde auf die Zumutung, das wegzulassen, ebensowenig ein- 
gehen können und dürfen, als der Architekt einen Turm auf eine 
k Mauer setzt, die ihn nicht tragen kann, oder ein Maler, der Dr. Luther 
darstellt mit Hinweglassung seiner Thätigkeit als Reformator." Auch 
BD Goethe mag erinnert werden: „Und was an einem Gemälde am 
anertrfiglichsten ist, ist Unwahrheit. Ein Märchen hat seine Wahr- 
heit und mufs sie haben, sonst wäre es kein Märchen," Der 
Künstler ist frei in der Wahl seiner Gebilde ; hat er aber die Wahl 
getroffen, so steht er im Banne seiner Objekte, und der Beschauer 
wird nur dann geniefsen, wenn ihm die freien Ideen des Künstlers 
verständlich sind. Wenn aber in der Kunst der Gegenstand den 
&eien Spielraum einengt, so wäre es ein barer Widersinn, gegen- 
über den in der Aufsenwelt gegebenen Objekten der Erkenntnis die 
Freiheit der Gedanken zu behaupten. Das Erkennen setzt nicht 
^ nur den Gegenstand voraus, sondern es wird von ihm geleitet, und 
^HHiier stellen wir den Anspruch allgemeiner Geltung im höchsten 
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In der Wissenschaft, die ihren Gegenstand zwar 
bestimmt, aber doch nur dadurch sich charakterisiert, dafs sie unsere 
Kunde von den Dingen einerseits ordnen, andererseits vergrölsem will, 
mufs also von vornherein alles auagesehlosaen sein, was aus ansereij 
nicht auf gegenständlicher Begründung ruhenden Willkür hervoi 
gegangen ist. Wir bemerken dies ausdrllcklich , um auch für dei 
Gebrauch der Methoden den Anspruch zu erheben, dals sie ntclil 
allein logisch in sich gegründet sind, sondern dafs sie auch aus dei 
GegenstÄuden und ihrer Art, wenn nicht immer mit Notwendigkeil 
so doch als ihnen angemessen sich ableiten lassen. Namentli 
in der Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat man 
durchaus ernsten und wertvollen Schriften dem Vorwurfe der Kritik, 
dafa man vielfach willkürlich verfahre, entgegengehalten, dafs diese 
Rechnung Überhaupt nur auf einer Willkür berube. Sofern die« 
richtig wäre, htttte man Verzicht zu leisten. Wenn man unter ver- 
schiedenen Methoden, die logisch gleich sicher fundiert sind, die 
Wahl trifft, handelt man allerdings nach seinem Willen. Eine 
Methode indes, die nur auf Willkür beruhte, auch wenn sie, wie 
man wohl gesagt hat, die Willkür auf Regeln brächte, wäre immer 
zu verwerfen. Wenigstens ist nicht einzusehen, wie sich die Gegen- 
stJlnde einer Willkür fUgen könnten. 

Ebenso waren Methoden abzuweisen, die psychologischen Ab- 
lenkungen einen Raum beliefsen; auch das ist von jener DiszipUii 
gesagt worden, dafs sie nur subjektive Bedeutung habe. Aber was 
nur für den Einzelnen oder f^r eine Gesellschaft so oder anders 
disponierter Individuen gelten wllrde, ist kein Erkennen und kann 
es ebensowenig fördern. Das Individuelle mnfs ausgeschiedea 
werden; die AllgemeingUltigkeit tat das notwendigste Merkmal jedi 
Wissenschaft. 

In der Kunst werden viele schon durch den Gegenstand 
geschlossen; die Musik Wagners vermag viele Musikverständig^j 
nicht zu gewinnen, die Musik überhaupt schliefst von dem Ver-' 
ständnis alle aus, denen es an Gebor mangelt. 

Nationale Unterschiede sind imstande, auch den Dichter auf 
sein Volk zu beschrAnken, und die verschiedenen Richtungen das 
Geschmacks innerhalb derselben nationalen Grenzen brauchen nicht 
mit Notwendigkeit einer allgemeinen Einheit zuzustreben. 

Philosophische Anschauungen über die höchsten Ideen, welcbi 
die Menschen bewegen, sind wechselnd, und wenn die Metaphysik 
Versuche in grofser Zahl geliefert hat, die letzten Dinge zu 
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Vgründen, ao kann aie doch nicht zur Erkenntnis , hflchtena zum 
TGlauben fahren. So fest das GebSude sich zu präsentieren vermag, 
so locker ist doch die Fundamentierung, und Willkür, Phantasie 
und Hypothesenbildung, die sich der Kontrole infolge der mangelnden 
Anschauung entzieht, berauben die Systeme nicht allein einer allge- 
meinen Anerkennung, sondern aie machen diese als eine sich not- 
wendig ergebende unraüglich. Der consensus omnium ist kein 
absolutes Kriterium der Wahrheit, aber er ist notwendig, wo unsere 
Kenntnis vermehrt werden soll. Bleibt er bei irgend einer Materie 
aus, so ist immerhin möglich, dafa sich die Majorität u'rt, aber in 
der Wirkung ist dieser consensus dae einzige Kennzeichen ftlr das, 

»was wir als objektiv glütig benennen. Auch gegen Majoritäten wird 
Bch das Zutrtifende Bahn brechen, und wenn nicht, so raufs doch 
wenigstens aeine Möglichkeit in formaler Weise eingesehen werden 
können. 

Will man diesen Ausführungen zustimmen, so darf man nicht 
aufser acht lassen, dafa abgesehen von dee Beiapielen der formalen 
Logik und der Mathematik, Objektivgeltendes und Wahrheit schlecht 
hin sich weder decken noch jemals decken können. Ein allgemeines 
materiales Kriterium der Wahrheit kann es nach Kant') überhaupt 
nicht geben, weil dieses eben wegen seiner Allgemeinheit von allem 
Bfsonderen der Objekte abstraliiereu mlifate. Dabei würde von ihm 

^ verlangt werden, zu entscheiden, ob ein Erkenntnis gerade mit 
dem Objekte, worauf oa bezogen wird, übereinstimme; das würde 
den Widersinn geben, dafs jenes Kriterium allgemein sein, d. h. 
von jedem Unterschiede der Objekte abstrahieren und doch auch 
zugleich als ein materiales Kriterium auf diesen unterschied sich 
beziehen sollte. 

Umgekehrt kann auch ein Urteil wahr sein, ohne dafa ihm 
objektive Geltung in dem Sinne zuzusprechen sein mtifate, dafs 
diese von allen notwendig einzusehen und einzurilumen wäre. Überall, 
wo wir etwas Thatsäc blich es aussagen, sei es auf Grund der Über- 
lieferung oder auch aus unmittelbarer Anschauung, ohne den 
Zosammeohang zu kennen, aus welchem es hervorgegangen ist, 
haben wir wohl objektiv Geltendes im Urteil verwandt, aber dieses 
letztere selbst ermangelt dea Zwanges, mit welchem es von anderen 
wiederholt werden müfste. Wenn bis zu Galilei immer und immer 
■ beobachtet wurde, dafs in der Saugpiirnjitf das Waasei- den 
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luftleeren Raum zu erfüllen suchte, so gab diese Erscheinung ein 
Urteil, von dessen Richtigkeit sich zwar jeder überzeugen konnte, 
aber die Notwendigkeit brauchte Niemand auf Grund des „horror 
vacui" einzusehen. Denn diese „Hypothese** übersetzte nur die 
ursprünglich beobachtete Thatsache — fast möchte man sagen ins 
Lateinische — in eine andere, die im Grunde noch weniger über- 
zeugend war, als jene einzelne, weil sie viel allgemeiner und nur 
auf das negative Argument, dafs sich nirgends ein leerer Raum in 
der Natur vorfinde, gestützt war. Vor Galilei und Torbicelli hatte 
das thatsächlich Beobachtete den Charakter der Wahrheit in dem 
Sinne, in dem wir denselben auch heute aussagen. Nehmen wir 
an, die Hypothese des „horror vacui** wäre eine wirklich fundierte 
gewesen, so würde auch dem Satze: „Das Wasser sucht den leeren 
Raum auszufüllen '^ als einem mit Wahrscheinlichkeit herrschenden 
die objektive Geltung nicht abzusprechen gewesen sein. Dafs, wie 
bekannt, weder das Thatsächliche vollständig beobachtet noch die 
Begründung eine richtige war, und dafs wir heute anders urteilen 
und erklären, ist nur ein Beweis dafür, dafs ein Zustand der 
Relativität in unserem gesamten Erkennen herrscht, der unserer 
Menschlichkeit entspricht und unüberwindbar ist. 

Wir haben das Beispiel angeführt, weil man diese Relativität 
bei allen Urteilen, die sich auf Wahrscheinlichkeitsargumente stützen, 
gewissermafsen in das Subjekt zu verlegen und so die Objektivität 
des sicher Behaupteten in einen logischen Gegensatz zum Wahr- 
scheinlichen zu bringen versucht hat; ein Irrtum, der namentlich 
in den subjektiven, psychologischen Ablenkungen unserer ver- 
nünftigen Erwartung zukünftiger Geschehnisse eine scheinbare Be- 
gründung findet, aber auch dann hervorgerufen wird, wenn man 
den Standpunkt des Urteilenden, der immer ein objektives Merkmal 
ist, mit einer subjektiven Bedingung verwechselt. 

Es ist indessen der Anspruch zu erheben, dafs sich das Wahr- 
scheinlichkeitsurteil in derselben Weise begründen lasse, wie das mit 
Sicherheit ausgesprochene. Dieses wie jenes kann natürlich nur 
so ausfallen, wie der Stand der Kenntnisse der Allgemeinheit und 
des Einzelnen es zuläfst. Irrtum ist hier und dort in demselben 
Sinne möglich; lassen wir indessen für das Wahrscheinlichkeits- 
urteil Subjektivität oder auch völlige Willkür als berechtigte Eigen- 
tümlichkeiten zu, so hört jeder Streit, aber auch jede objektive 
Erkenntnis auf, eine Konsequenz, die um so eher zu vermeiden 
sein wird, als eben die mit der Einschränkung der Wahrschein- 
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[Ichkeit gemachte Aussage nicht nur formal die allgemeinere, son- 
dern aach überall in den empirischen Wissensehaften die bei weitem 
vorherrschende ist, ganz davon abgesehen, daTs die vorsichtigere 
Form dem Gericht der thatsHehlichen Widerlegung nicht immer 
ausgesetzt ist. 

Formal ist das Wahrscheinlichkeitsurteil das allgemeinere, weil 
die Wahrscheinlichkeit alle Grade und somit auch die Gewifaheit ein- 
rschlierst. Unsere Sprache Ufst eine genaue Bezeichnung des Grades 
nicht zu, und nur in einer geringen Zahl von Fallen gestattet der 
Gegenstand die Graduierung. Das fordert auf, nach einem objektiven, 
durch die Zahl bestimmten Mafae zu suchen, eben, wo der Gegenstand 
zuhLfst. Bei vielen begrifflichen Bestimmungen müssen wir für 
graduelle Unterschiede una mit den dürftigen Abstufungen der 
Sprache begnügen, wie sie die grammatische Form der Kompara- 
tion z, B, bei den meisten Eigenachaftsbegriffen ergiebt. Verschie- 
dene Nltancen des Rot, der Stissigkeit wurden indessen auch 
objektive Bestimmungen zulassen; im ersten Fjille kann man die 
Schwingungazahl der Atherwellen ermitteln, im letzteren vielleicht 
eine Angabe über den relativen Zuckergohalt machen. Es wird 
später zu untersuchen sein, inwieweit sich auch für das Attribut 
der Wahrscheinlichkeit eine solche objektive, durch Gröfsenbeatim- 
,ung vermittelte Graduierang herstellen lassen kann. 

Nach dem vorigen kann wohl behauptet werden, dafs ein Ui^ 
■teil, welches nach irgend einem Grade der Wahrscheinlichkeit Be- 
griffe miteinander verknüpft, weder von witlklirlichen Annahmen, 
noch von subjektiven Einflüssen geleitet sein darf, um objektive 
Gkltung zu gewinnen. Kann man nur vom Stande der eigenen 
Kenntnis aus einen Grad angeben, mit welchen man Zutreffen oder 
Nichtzntreffen der Aussage als wahrscheinlich prüdiziert, so würde 
in Verstand, der alle zur Zeit anerkannten Ergebnisse aller 
ichlichen Forschung beherrschte, nicht in einer mehr objek- 
iven Weise, aber darum nur ebenso relativ wie jeder andere zu 
lirteilen imstande sein. In beiden Fällen würde man auf eine Ver- 
besserung des Urteils, im ersteren von den Zeitgenossen, im lezteren 
Ton der Zukunft gefafat sein müssen. 

Überall müssen wir des Irrtums gewilrtig sein; um die Auf- 
gabe zu präzisieren, wollen wir aber bei den folgenden Unter- 
suchongen von psychologischen Trübungen des Urteils ein- l'ur alle- 
absehen. Dafs der Optimist anders als der Pessimist, der 
mguiniker anders als der MoUncholiker seine Erwartung äufsert, 
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ist logisch bedeutungslos. Die psychische Stimmung kann auch 
das Urteil der Gesamtheit für einige Zeit völlig alterieren, aber 
die Logik mufs ihr gegenüber kalt bleiben wie der Arzt, der 
die hoffnungsfreudigen Aussagen seines Patienten ruhig mit an- 
hört, ohne sich von der ernsten Diagnose zurückhalten zu lassen. 
Als die bekannte EocHsche Entdeckung die Gemüter froh er- 
regte, mufste die Logik zurücktreten, die nicht augenblickliche 
und darum scheinbare Erfolge, sondern vieljährige Erfahrungen 
für ein einigermafsen gegründetes Urteil erfordert hätte. Während 
diese Zeilen geschrieben werden, durchläuft die Nachricht von 
der glücklichen Heimkehr eines kühnen Polarforschers die ganze 
civilisierte Welt. Liest man die Vermutungen, die sich an sie 
knüpfen, so kann man bemerken, dafs lediglich die Möglichkeit 
dazu verleitet, die Nachricht nicht nur für wahrscheinlich, sondern 
auch für wahr zu halten. Gewifs, auch wir wünschen dem kühnen 
Nansen eine Rückkehr und jenen schönen, einzigen Erfolg, der 
versprochen wird; man darf ihn aber nach Lage der Dinge nicht 
eher als nur wahrscheinlich bezeichnen, bevor nicht sicherere 
Kunde einläuft^). 

Ohne uns tiefer auf die Frage einzulassen, welche Grenzen 
unserer Erkenntnis überhaupt gesteckt sind, dürfen wir wohl die 
wesentlichen Resultate der Kritik Kants als allgemein zugestanden 
ansehen. Die Möglichkeit, vom Übersinnlichen etwas auszusagen, 
wird von ihm bekanntlich verneint, wenn der Anspruch auf ein 
objektives Erkennen erhoben wird. Jede Metaphysik, die den 
letzten Ursachen der Dinge nachspürt, gründet zuletzt auf Vor- 
aussetzungen, die sich an den Glauben wenden. Will man sich 
ihr also hingeben, so mufs man die Fundamente völlig an- 
nehmen. Diese Bemerkungen erweisen sich als nötig, wenngleich 
in allen historischen und den Naturwissenschaften lediglich die 
Prinzipien Kants — man mag im einzelnen oder auch im all- 



^) Wie bekannt, ist Nansen in die Heimat zurückgekehrt. Über den 
Zusammenhang jenes voreiligen Gerüchts, auf das sich obige Worte beziehen, 
mit dem wirklichen, allgemein bejubelten Ereignis ist in der Presse nichts 
veröffentlicht worden. Den Nordpol, wie das Gerücht verkündete, hat Nahsbh 
nicht erreicht, aber alle Einzelheiten, die berichtet werden, sind nicht un- 
geeignet, in einer Abhandlung über Wahrscheinlichkeit erwähnt zu werden. 
Die Begegnung mit Jackson in polaren Regionen, die fast gleichzeitige Rück- 
kehr des Fbam sind solche seltene Koincidenzen, die trotz einer minimalen 
apriorischen Wahrscheinlichkeit wirklich werden. 
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lei- Lehre nbbold sein — thatsäehlicb marsgebend 
ptind, Weder der Historiker noch der Naturforscher wird die 
die im Himmel und auf Erden tiufserbalb unserer Schul- 
weisheit existieren, in den Bereich seiner Forschung einbeziehen 
wollen, wenn sie nicht von vornherein als ao geartet anzusehen 
sind, dafa wenigstens die Möglichkeit vorliegt, sie in irgend einer 
Weise der Anschauung zugänglich zu machen und aUo doch wohl 
f ruber oder spflter der Schulweisheit einzuverleiben. Auch der 
Spiritismus begnUgt sich nicht mit dem blofsen Glauben, sondern 
er will seine Träume ganz roh empirisch beweisen. Seine Beweis- 
gründe pflegen sich immer in empirische Thatsachen zu hllllen. Jede 
neue Entdeckung der Physik — vielleicht jetzt die der X-Strahlen — 
liefert die ebenso plausibel klingende als völlig unzutreffende 
Exklamation : Wer hätte das früher tiir luöghch gehalten, und warum 
soll es denn nicht dies und jenes geben, warum sollen denn die 
Geister nicht auf den Tischen oder darunter klopfen oder ver- 
schlossene Schiefertafeln mit schlechtem Englisch oder in sächsischem 
Dialekt beki-itzeln können? Sun, wenn sie sich den Gesetzen 
unseres Denkens und Anschauens fUgen wollen, so ist gar nichts 
gegen sie einzuwenden. Giebt es vollgflltige Beweise für das spuk- 
hafte Treiben, so wird man versuchen müssen, sich auch in der 
Wissenschaft mit ihm abzufinden. Vielleicht darf hier an einige 
nicht nnzeitgemäise Worte Kants in der Kritik der reinen Ver- 
□uufit (S. 232 Kirchmann) erinnert werden, wo er über neue Be- 
griffe von Substanzen, Kräften, Wechselwirkungen spricht, deren 
Möglichkeit mangels Erfahrungen „gar keine Ki;niizeichen für sich 
hat" : ^Dergleichen gedichtete Begriffe können den Charakter ihrer 
Möglichkeit nicht so, wie die Kategorien, a priori, als Bedingungen, 
von denen alle Erfahrung abhängt, sondern nur a posteriori, als 
aolche, die durch die Erfahrung selbst gegeben werden, bekommen, 
Isnd ihre Möglichkeit muss entweder a posteriori und empirisch 

ider sie kann gar nicht erkannt werden. Eine Substanz, welche 
larrlich im Räume gegenwärtig wHre, doch ohne ihn zu erfUllen 

jrie dasjenige Mittelding zwischen Materie und denkenden Wesen, 
elches einige haben einführen wollen), oder eine besondere Grund- 
raft unseres Gemüts, das Künftige zum voraus anzuschauen (nicht 
. blofs zu folgern), oder endlich ein Vermögen desselben, mit 

Ibderen Menschen in Gemeinschaft der Gedanken zu stehen (so 

mtfemt sie auch sein mOgen), ins sind Begriffe, deren Möglichkeit 
ganz grundlos ist, weil sie nicht aaf Erfahrung und deren bekannte 
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Gesetze gegründet werden kann und ohne sie eine willkürliche 
Gedankenverbindung ist, die, ob sie zwar keinen Widersprach ent- 
hält, doch keinen Anspruch auf objektive Realität, mithin auf die 
Möglichkeit eines solchen Gegenstandes, als man sich hier denken 
will, machen kann.** Bevor also jene empirischen Daten geliefert 
sind, hätte die vierte Dimension erst nachzuweisen, dafs sie über- 
haupt objektiv möglich ist; für die Gesetze unseres Denkens und 
Anschauens, unter deren Zwang wir jetzt urteilen, und wie wir 
meinen allein urteilen können, wären andere in überzeugender 
Weise zu präsentieren, so dafs sich jeglicher Verstand durchaus 
unterzuordnen hätte. 

Erstreckt sich dann irgend eine Behauptung bis in die neue 
Sphäre, so werden wir ihr, sofern sie sich in objektiver Weise 
legitimiert, den Charakter der Erkenntnis, eines Wissensinhalts 
nicht absprechen dürfen. 

Worauf wir abzielen, ist folgendes. Ein objektiv gültiges Ur- 
teil, das einen Wissensinhalt geben soll, ist an die Schranken ge- 
bunden, in die uns der anerkannte Stand der Erkenntniskritik und 
das vorhandene Wissen selbst bannt. Auch wo wir etwas in 
objektiver Weise mit einem irgendwie präzisierten Grade von Wahr- 
scheinlichkeit aussagen, wird verlangt werden können, dafs wir 
wenigstens unserem Vermögen nach in den Stand kommen könnten, 
auch die Gewifsheit auszusagen. Eine geschichtliche Thatsache, 
über welche absolute ELlarheit zu verbreiten unmöglich scheint^ 
wird vernünftigerweise Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen unter- 
liegen, aber dafs die Seele sterblich oder unsterblich ist, werden wir 
als Erkenntnisurteil weder mit Gewifsheit noch mit einem Grade 
von Wahrscheinlichkeit aussagen können. Wir können hier nur 
glauben oder nicht glauben; auch soll zugegeben werden, dafs das 
Schwanken zwischen Glauben und Nichtglauben alle Grade des 
Überzeugtseins zulassen mag, aber alle Gründe, welche dafUr oder 
dagegen ausgesprochen werden, sind lediglich Begriffsextraktionen, 
analytische Urteile, die keinerlei Erweiterung unseres Wissens zu- 
lassen. Gleichwohl hat man versucht, auf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung einen Beweis fUr jenes Postulat des Glaubens zu stützen. 
Der Glaube aber wurzelt nicht im Verstände, und seine wahren 
Gründe entziehen sich jeder logischen Analyse. Die Wahrheit des 
Glaubens ist eine andere als die des pythagoreischen Satzes. 

Nehmen wir an, dafs wir ein menschliches Wesen kennen 
lernten, dem religiöse Begriffe völlig fremd wären, und daCs wir 
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den Begriff Gottes vermittelten. In vollständiger Indifferenz 
würde von demselben wohl das Urteil abgegeben werden, dafa ee 
entweder einen Gott giebt, oder dafs es keinen giebt, dafs aber 
beides gleich wahrscheinlich, also auch gleich unwahrscheinlich sei. 

Ein solches Urteil wflre ein „Hauch der Stimme", eine völlig 
leere Form für einen unausdenkbaren Inhalt, der unangemessene 
Ausdruck eines völlig subjektiven Zweifeis. Sein und Nichtsein 
sind Prädikate, die nur innerhalb der Schranken unserer Erkenntnis 
Sinn haben; für den Begriff allein sagt er selbst schon, dafs er ist, 
dafs ich ihn habe, aber er kann leer sein, so dafs nichts Oegen> 
•tKndtiches ihm entspricht. Ein Begriff, den ich nicht vollziehen kann, 
ist ein logischer Widerspruch, also überhaupt nichts. Jedes Existen- 
tialurteil verlangt wenigstens die Möglichkeit, dem Begriff in der An- 
schauung eine Vertretung zu schaffen; ohne sie kann kein Urteil mit 
dem Anspruch auftreten, auch von anderen anerkannt zu werden. 
Ehen diese Möglichkeit in der Anschauung mufs nachgewiesen 
sein, damit von einem Erkenntnisurteil die Rede sein könne. 

Das Wahrscheinliche ala das, was in uns die Täuschung der 
Wirklichkeit hervorruft, meinen wir niemals, wenn von jenen Ur- 
teilen die Rede ist, deren Begründung zur sicheren Aussage nicht 
zureicht. Dort giebt es auch schwerlich etwas, was eine graduelle 
Abstufung ermöglichte. Von den Sinnestäuschungen, in welchen 
wir unseren Emptindungen eine falsche Deutung beilegen bis zum 
Miterleben der Dichtung bei der Lektüre und im Theater und von 
diesen zeitlich begrenzten Bewnfstseinserscheinungen bis zum voll- 
kommenen Wahn des Geisteskranken scheinen nur qualitative 
Unterschiede zu gelten. Gemein ist allen diesen Zuständen, dafa 
die formal logischen Gesetze aufrecht erhalten bleiben; auch im 
Traum urteilen wir logisch ; nur wird der Faden nicht ausgesponnen, 
sondern vorzeitig von anderen Gedanken zerrissen. 

Was vom Wahrschoinlichkeitsurtcil verlangt wird, ist kurz ge- 
sagt folgendes. Die Prädizierung eines Wahrscheinlichkeit agrades 
ist wie jedes Verstandesurteil überhaupt eine spontane, objektive 
That unseres Denkens; die Gründe, die unserem Denken den Anlafs 
zur Aktion geben, müssen ebenfalls objektiver Natur sein, und end- 
lich mufs die Aussage seihst so beschaffen sein, dafs auch das, was 
lur zum Teil begründet erscheint, in objektiver Gewifsheit zu er- 
:BDnen wenigstens möglich ist. 

Man pflegt nun im gewöhnlichen Leben wie überhaupt den 
Begriff der Wahrscheinlichkeit xuweilen in einem engeren Sinne za \ 

QDldicUiiiidi. WithncbulnllcbkalMroiihaiukc. ^^^^^^^^«^ 2 
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benutzen, indem man eine Aussage dann waLracheintich 
wenn die Gründe die GegengrUnde überwiegen. Die Schmer 
keiten, welche die Abwtlguog unserem Denken bereitet, sind 
nicht allein, die den Anschein erwecken, dafa an einer Objek^ 
tivität solcher Urteile gezweifelt werden müsse. Zunächst ist i 
schwer, die Anforderung zu erfüllen, Gründe und Gegengründe i 
Tollatändig anzugeben, dafs mit der völligen Widerlegung der leta- 
leren auch eine nicht nur überzeugende, sondern auch unanfecht- 
bare Begründung der Aussage im Sinne der Gewifaheit hergestellt 
werden kann. Aber diese Schwierigkeit trifft nicht minder den 
gröfstea Teil alter Urteile, die mit voller Bestimmtheit ausgesagt 
werden. G ew ila pflegen in weitaus der Mehrzahl der Fälle nur die 
vollendeten Tbatsachen zn sein, welche sich unserem Denken in 
unmittelbarer Weise zur Verarbeitung erbieten; überall aber, wo 
wir ein Geschehen, an Aas sie sieh knüpfen, erklären wollen, bleibt 
ein „schädlicher Raum", fUr den wir nicht einzustehen vermögen. 
Auch in den mit Bestimmtheit ausgesprochenen Sätzen sind die 
Gründe selbst häutig nur zum Teil gewährleistet; das triflft natür- 
lich erst recht für das Wahrscheinliche zu, und die Analyse wtXrde 
für Gründe und Gegengründe wieder dieselben Wege zu gehen ge- 
nötigt sein, die sie für das resultierende Urteil einzuschlagen hat. 
Angesichts der tausendfach verschlungenen Fäden, die unser Denken 
zu entwirren hat, bleibt somit für die Beschreibung unseres geistigen 
Verhaltens nichts übrig, als zu Abstraktionen seine Zuflucht : 
nehmen, zu Schemnten des Denkens, die sich überall nschweiH 
lassen werden. 

Gründe und Gegengründe aoUen gegeneinander abgewogen' 
werden, Sie sind also nicht allein auf ihre Wahrheit, sondem 
auch auf ihre Bedeutung für den Inhalt der Aussage zu prüfen, und 
auch hierbei treten dieselben, zwar an sich einfachen, aber in i] 
Totalität so verwickelten Denkoperationen in Wirkung, die ' 
schematisieren möchten. 

Wenn wir also z. B. sagen wollten: Dieser Gedankengegen- 
etand A gehört wahrscheinlich unter den Begriff J5, weil die Urteile 
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dagegen sprechen, so würde vorauBznsetzen sein, dafa Gründe un4j 
GegengrUnde völlig sicher, völlig gleichwertig und die /S wirkUol 
80 beschaffen sind, dafs ihre Widerlegung die vollbegründete i 
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winheit zu ergeben hätte. Ist sodann auch die Zahl der a gröfser 
als die der ß, so sehe ich nicht ein, dafs irgend ein menschlicher 
Verstand dem Urteil auszuweichen vermöchte. Spielten sich bei 
einer Zahl von Menschen dieselben Elementarprozesse im Denken 
und Erkennen ab, bo müfateo alle zu denselben Resultaten gelangen. 
Dieser Sfitz ist tautologisch , aher er ist es doch nicht mehr, als 
wenn ich ihn etwa auf das Geschehen in der Natur übertrage. 
Niemand wird aber aus der Thatsache, dafs in der Natur hier 
dieser Prozefd sich abspielt und dort ein anderer, zu schliefsen ge- 
neigt sein, dafs in der uns umgebenden Welt die planlose Willkür 
herrsche oder auch nur deren Annahme berechtigt sei. 

Gewifs, in der Wirklichkeit halt der eine für wahrscheinlich, 
was dem andern sehr zweifelhaft ist, weil ja immer nur für ein 
TerhfiltnismJirsig enges und ausgetretenes Gebiet die Marechroute 
den Gedanken vorgezeichnet, und weil wieder dieses kleine Terri- 
torium im Verhältnis zu den Wegen, die der Einzelne wandelt, so 
grofs ist, dafs nur wenige dazu gelangen, den gröfseren Teil völlig 
XU überschauen. 

Das Schema ist nirgends in seiner Einfachheit anzuwenden, wo 
es sich um wissenschaftliche Forschung handelt, und nur da, wo 
iwohl das Wahrscheinlichk ei Is urteil selbst wie alle seine Prämissen 

Gröfsenbeziehungen allein zu schöpfen sind, ist es ohne Zwang 
nutzen. 

Was indessen fUr das Wahrscheinliehkeitsurteil gilt, läfst sich 
ebensowohl auch für alle anderen behaupten. Auch für diese gilt 
in der Regel, dafs sie sich mit den Schematen der Logik nicht 
decken, es sei denn, dafs wir es mit rein mathematischen Urteilen 
zu thun haben, die den Vorzug haben, dafs ihr lohalt nicht in 
unserer Vorstellung von den Dingen, sondern in unserer Anschauung 
:in, objektiv, zwingend und erschöpfend enthaltea ist. 

Im allgemeinen fordern, wie gesagt, alle jene Urteile a und ß wie- 

dieselben Untersuchungen, die wir an das zusammentassende „A 
18t wahrscheinlich £" anknüpfen ; sie werden also auch den allgemein 
SU stellenden Bedingungen genügen mllssen. In unserem Schema 
sollen aber nach unserer Voraussetzung gerade diese a und ß mit 
voller Gewifsheit ausgesagt werden. Vielleicht ist ein einfaches 
Beispiel am Platze. 

Angenommen, man sollte entscheiden, ob eine Münze, die in 
natura vorliegt, aus einer bestimmten HUnzstelle M hervorgegangen 
bt. Bekannt und sicher sei, dafs MUnzea TMt eeoaa derselbeti 
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Beschaffenheit auch von einer und nur von einer andern, nämlich 
der Stelle N, ausgegangen sind. Die Jahreszahl, welche die Münze 
trägt, entspreche einer notorischen Prägung von M, während sich 
weder nachweisen noch als unmöglich darthun läfst, dafs auch von 
N in demselben Jahre Münzen geschlagen worden sind. Hingegen 
sei wiederum bekannt, dafs in dem Prägejahr der konkurrierende 
Münzort N eine Belagerung auszuhalten hatte. Nach diesen Daten, 
auf welche sich unsere Kenntnis ausschliefslich beschränken soll, 
würde man es als wahrscheinlich ansehen, dafs nicht N, sondern M 
die Münzen geliefert hat. 

Vergleichen wir die Grundlagen unseres Urteils mit dem Schema, 
so wird man leicht bemerken, dafs es ihm nicht vollständig ent- 
spricht. Zunächst ist klar, dafs unser negatives Argument: Die 
Prägung ist für die Stelle N nicht nachweisbar, nach seinem Werte 
mit den positiven Gründen nicht vergleichbar ist Es wird durch 
die Thatsache verstärkt, dafs die Bewohner jenes Orts in dem Jahre 
anderes eher zu thun hatten, als Münzen zu prägen, aber auch 
hierfür können wir doch nur als sicheres Urteil setzen: Die Stadt 
N hatte in jenem Jahre eine Belagerung auszuhalten. Nun wäre 
erst wieder durch Gründe hin und her zu erwägen, unter welchen 
Verhältnissen eine belagerte Stadt Münzen ausprägen würde 
oder nicht. 

In der Wirklichkeit ist aber noch auf vieles andere für das 
endgültige Urteil Rücksicht zu nehmen. Die Münzen pflegen, da 
sie sehr irdischen Ursprungs sind, nicht vom Himmel zu fallen; 
der Fundort wird für die Bestimmung von Bedeutung sein können 
oder der Besitz, dem das Stück vielleicht schon längere Zeit an- 
gehört hat; die Möglichkeit einer, wenn auch noch so täuschenden 
Fälschung würde wiederum eine ganz andere Wendung des Urteils 
erfordern u. s. f. 

Werfen wir indessen unserem Beispiel die Fiktion über, dafs 
mit den angegebenen Momenten unsere Kenntnis des Einzelfalls 
völlig erschöpft und eine Rücksicht auf weitere Möglichkeiten durch 
seine Natur ausgeschlossen wäre, so sehe ich nicht ein, dafs unser 
Urteil des logischen, objektiven Zwanges ermangeln sollte. 

Man könnte sich die Mühe nehmen, ein Beispiel zu ersinnen, 
das sich dem Schema mehr näherte, in dem eine Anzahl gleich 
gewichtiger Gründe für, eine Anzahl gegen eine Behauptung sprechen; 
indessen ist seine Schärfe ein nicht erreichbares Ideal, zu dessen 
Konstruktion wir Elemente verwandt haben, die sich exakt nur du 
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Torfindeii, wo die UnterBcheidung uur auf absolut mefsbnre, gleich- 
artige Bestandteile seiner Materie sich zu erstrecken hat. Nicht 
nur der Versuch, die Volistftndigkeit der Gründe, sondern auch die 
Oleich Wertigkeit naclizuweiaen würde auf endlose Schwierigkeiten 
iBtofsen. Man vergegenwärtige sich nur, dnfa das formale Urteil: 

A ist wahrscheinlich B. weil die dem B zukommenden Merk- 
male a zutreflfen, während nur die Merkmale ß sieh nicht nach- 
weisen lassen. Natürlich mtlsaen die a und (i sämtliche wesentliche 
Merkmale des B erschöpfen. Aber was ist ein wesentliches Merk- 
mal? Dessen Mangel den Begriff B durch den von vielleicht Bi 
zu ersetzen fordern wurde. In welcher wissenschaftlichen oder prak- 
tischen Sphäre lassen sich aber die wesentlichen Merkmale der Be- 
iße vollständig und vor allem ohne irgend einen Zweifel angeben? 
Namentlich, wo das Urteil sich nicht blofs mit sachlichen Ob- 
ikten zu beschäftigen hat, wo auch Motive bei der Begriffsbestimmung 
it zu berücksichtigen sind, wie bei den Feststellungen von Delikten, 
man vielfach auf solche Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen an- 
lesen. Man braucht nun gar nicht vom „groben Unfug" zu 
um auf Schwierigkeiten des Urteils zu stofsen. Diebstahl 
'er Raub, Totschlag oder Mord, diese Fragen bieten der Sub- 
ierung im gegebenen Falle Hindernisse, die nur objektiv über- 
iden werden dürfen. Und in diesen Fällen erleichtert die Defini- 
welche dem Begriffe nur Merkmale zuspricht, die wir ihm 
selbst gegeben haben, die Untersuchung wesentlich. Sehen wir von der 
Mathematik und der Logik selbst ab, so ist das. was wir unter einem 
wesentlichen Merkmal verstehen, zwar logisch scharf und eindeutig 
erfafsbar, aber in Anwendung auf die Gegenstände immer so relativ 
wie unsere Erkenntnis überhaupt, die das Wesen der Dinge nur 
nach einem bestimmten Niveau des Wissens beschreibt. 

In den Realdefinitionen, zumal wenn sie genetisch vorgehen, 
td Urteile über einen bestimmten objektiven Sachverhalt gegeben, 
nd in der Regel der Berichtigung, Verschärfung und 
'ervollatändigung filhig. Sie sind objektiv gültig, weil sie wie alle 
Urteile von wissenschaftlicber Bedeutung frei gehalten werden 
müBsen von subjektiven und psychologischen Einflüsspu. Nur im 
logischen Schema, das dem wirklichen technischen Verbalten der 
Theorie und Praxis ideal überlegen ist, kann man das Detiniendum 
^eichsam alle seine wesentlichen Eigenschaften herzählen lassen. 
^ Schon die einfachsten Begriffe, wie rot und grün, die durch 
Sieb vielfacher Abstraktion gegangen sind, enthalten so viele 
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Aufgaben (ür die Definition, dafs sie sich genötigt sisfat, 
einem Oberbegriff ihre Zuflucht zu nehmen , indem sie diei 
als hinreichend definiert vorauaectzt. In unserem Schema ^ i 
wahrHcheinlicb B" liefae eich mit diesem Oberbegriff rechnen, indei 
man durch die allgemeinen Merkmale 



andeutete, dafs sie alle sich zwar bei A vorfinden, dafa aber auber 
B auch der Begriff B„ und nur dieser eben dieselben Merkmale h«t 
Verfolgt man diesen Gedankengang weiter, so würde man auf die 
allgemeinere Aufgabe stofsen, zu entscheiden, dafs ein Gegenstand 
A ein B, oder B, oder Bj u, s. f. sei, eine Aufgabe, die sichtlich 
nur dann eine bestimmte ist, wenn ich von vornherein das disjunktiTe 
Urteil aussprechen kann: 

A ist entweder B oder B^ oder B^ oder B«, d. b. wenn 

wirklich eine vollständige Disjunktion gegeben ist Man sieht sa- 
gleich, dafs in diesen Fällen, die bei weitem die Regel bilden, die 
Aufgabe eine viel schwierigere wird. Nur in den seltensten Fällen 
wird die Disjunktion sich auf zwei Möglichkeiten beschränken, and 
nur der Entdecker wird zuweilen in der Lage sein, einen Ot^ea- 
stand seiner eignen und einzigen Art zu bestimmen, der ein Entwedt 
Oder und also auch ein Wahrscheinlichkeitsurteil, das den Zweifi 
also mehrere Möglichkeiten, voraussetzt, gänzlichaueschliefst. Freilit 
solange überhaupt ein Zweifel besteht, also immer, wenn wir 
Urteil nur als wahrscheinlich geben, werden wir es auch in dis- 
junktiver Form aussprechen können. 

Noch eine hierhei^ehflrige bemerkenswerte Form des Urteils, 
in der wir zwei Fälle fiir gleich wahrscheinlich zu halten ge- 
neigt sind, mag kurz besprochen werden. Man könnte meinen, 
dafs die vollständige Disjunktion nach dem Satz vom 
Bchlossenen Dritten , wonach dem Begriffe A das Prädikat 
entweder zukommt oder nicht, uns häufig in die Lage versel 
könnte, zwei sich kontradiktorisch verhaltende Aussagen mitgh 
Wahrscheinlichkeit zu behaupten. In der Wirklichkeit ist daa ai 
fast niemals der Fall. Meistens wird daa „Nicht-B" einen 
gröfaeren Umfang, also auch eine gröfaere Wahrscheinlichkeit {ür 
sich haben, und ist das nicht zutreffend, so wird unsere Kenntnia 
vielfach den Aussehlag nach der einen oder andern Seite ergeben^ 
wenn nicht ein künstliches, relativ formale«, bedeutungsloses Ul 
geradezu erst hergestellt wird. Wenn ich Jemanden bitte^ 
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10 Mark zu sagen oder es zu unterlassen, so ist es für mich aller- 
dings gleich wahrscheinlich, ob er ea thun wird oder nicht. Wenn 
ich aber Jemanden bitte, ftlr irgend einen Zweck 10 Mark zu be- 
fahlen, 80 weifs ich zwar auch nicht, ob er die Bitte erfüllen wird, aber 
eine absolut gleiche Wahrscheinlichkeit existiert dann nicht. Kenne 
ich den Oehetenen, so habe ich aus meiuer Kenntnis der Person 
schon ein Urteil darüber, wie er sich zu dem Zweck und zu dem 
Getdopfer stellt. Keune ich aber die Feraon gar nicht, so bin ich 
von vornherein eher von dem Mifserfolge überzeugt; das Zünglein 
der Wage spielt immer noch einer von mir leicht zu bestimmenden 
Seite. Um ein in neuerej- Zeit häutig besprochenes Beispiel an- 
zuführen, werfe ich die Frage auf; Ist es wahrscheinlich, daTs auf 
dem Sirius sich fjsen vortindet oder nicht? Angenommen auch, 
man wüfste gar nichts von spektral analytischen Untersuchungen, so 
glaube ich, würde man das Vorkommen von Eisen auf dem Sirius 
fUr wahrscheinlich halten, das Gegenteil für unwahrscheinlich. Seine 
relative Häutigkeit und der Gedanke an die Einheitlichkeit und 
Gesetzmäfsigkeit unserer Welt wurde die negative Annahme aus 
dem Felde schlagen. Stelle ich aber die Frage so : Ist es wahrschein- 
lich, dafs auf dem Sirius ein Metall sich vorfindet, das gewisse 
Eigenschaften des Goldes mit gewissen Eigenschaften des Eisens 
verbindet, ohne dafs die Existenz eines solchen Kürpers auf der Erde 
bisher nachgewiesen worden ist, so würde ich auch keinen Grund 
haben, sein Vorkommen auf dem Sirius für wahrscheinlich zu halten. 
Natürlich setzt die ganze Frage voraus, dafs ich gegrUndeter- 
weise ein solches Metall für möglich halte. Ich würde sonst, so gering 
mein Vertrauen auf das Vorkommen auch sein wird, mich in der Lage 
befinden, ein Urteil abzugeben, das wiederum als ein besonderer Fall 
des Wahrscbeinlichkeitsurteils zu deuten gestattet ist. Unmöglich 
ist aber f^r den Menschen nur, was den Gesetzen seines Erkennen« 
zuwiderläuft; in letzter Linie sind es immer wesentlich logische 
Momente, die ein absolut negatives Urteil begründen können. Wenn 
ich sicher bin, dafs in einem Gefäfse sich nur schwarze Kugeln 
befinden, so kann ich aus demselben keine von anderer Färbung 
entnehmen. Unmöglich ist dabei allerdings nicht, dafs sich die 
Kugeln durch irgend einen Prozefs verfttrben ; meine Voraussetzung 
will das aber ausgeschlossen wissen, und so ist mein Urteil durch 
mein Denken begründet, das mich zwingt, das Prädikat „schwarz" 
ivht gleichzeitig mit dem Prädikat „nicht schwarz" zu verbinden, 
auch durch die von der Kausalität beherrschte Wirklichkeit 
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nicht widerlegt werden kann, wofern dieselbe den Voraussetzungen 
entspricht. 

Kommen wir nochmals auf das Beispiel vom Eisen zurtlck, 
so wird man leicht einsehen, dafs der Inhalt, den die Begriffe 
„Eisen" und „Sirius" für uns bedeuten, unser Urteil gelenkt hat. 
Wir würden auch gar nicht imstande sein, die Frage so zu stellen, 
dafs wir selbst völlig indifferent unsere Ansicht äufserten; es sei 
denn, dafs wir geradezu als begründet voraussetzten: es ist ebenso 
gut möglich, dafs Eisen auf dem Sirius ist, als dafs es dort nicht ist — 
dann bleibt aber weiter nichts als die blofse Umwandlung des 
Urteils, die ja nicht anders sein kann, als sie ist; d. h. ist nur eins 
von beiden möglich, während dieselben Gründe das DafUr und 
Dawider begünstigen, so ist es auch gleich wahrscheinlich. 

Wir bringen eben allen Dingen ein Vorurteil entgegen, aber 
wie schon das gut gebildete Wort besagt, ruht es immer auf 
festem und nicht allein auf logischem Grunde. Wenn wir einen 
aus dem Zuchthaus befreiten Verbrecher in einer Situation treffen, 
die auf den Versuch eines neuen Verbrechens hinweisen, aber auch 
harmlos gedeutet werden kann, so halten wir die Schuld filr wahr- 
scheinlich und nicht den andern Fall. 

Dafs Vorurteil eine Quelle des Irrtums werden kann und täg- 
lich wird, ist eine banale Thatsache, die nur dadurch zu überwinden 
ist, dafs wir unsere Aussagen darauf prüfen, ob sie durch die bis- 
herigen Erfahrungen auch völlig unterstützt werden oder nicht. 
Eben wo die Möglichkeit eines sicheren Urteils ausgeschlossen 
ist, sind wir auf Vermutungen angewiesen, die von einem bekannten 
Sachverhalt auf den unbekannten schliefsen. Dafs wir dabei von 
der durch teilweise Übereinstimmung in wesentlichen Punkten ge- 
gebenen Analogie geleitet werden, ist eine Thatsache unseres Ver- 
standes, die, wie mir scheinen will, von den psychologischen, sub- 
jektiven Beeinflussungen unseres Urteils scharf zu trennen ist. 
Diesem letzteren liegt immer die allgemeine Voraussetzung unseres 
Verstandes zugrunde, dafs Ordnung und Gesetzmäfsigkeit in den 
Dingen und Erscheinungen wirklich herrscht. Es giebt keine 
Zufälligkeiten, und dieser Begriff hat meistens nur die negative Be- 
deutung, durch die wir nicht die Kausalität, sondern nur unsere 
Kenntnis des Zusammenhangs leugnen, wofern es uns nicht gelingt, 
den Zufall durch positive Bestimmung seines kontradiktorischen 
Gegensatzes zu definieren; wie wenn wir von einer Begegnung 
sagen, dafs sie nicht absichtlich herbeigeführt, sondern dafs sie 
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lüg Bei. Wir sind gezwungen, allen Dingen eine Natur, d. h. 

, ^esetzmäfsigeB Verhalten , zuzutrauen , und wenn wir den aus 

Zuclithaus Entlassenen in jenem Beispiel verdächtigen, so 

,gt sein früheres, doch wohl aus seiner objektiv erkennbaren 

Eigenart hervorgegangenes Verhalten daran die ächuld. 

Jedes Urteil, sei es mit Gewifsheit oder nur mit Wahraeheinllch- 
keit gefkllt, hat unser gesamtes Erkenntniavermögen zur Voraus- 
setzung. Dafa der grofse Haute der Menaclien sich dessen nicht 
bewufst ist, kann daran nichts ändern. Wenn der Wilde die Ab- 
wechslung von Tag und Nacht mit Sicherheit erwartet, so kennt 
er gewifs nicht die Gesetze, welche den Wechsel hervorbringen, 
Aber dafs er mit Notwendigkeit vor sich geht, wird auch er nicht 
^»liezweifeln, wenn er darüber nachzudenken veranlafst wird. Bekannt 
^B^ die Beunruhigung, die sieb des Katurmenschen beim Erleben 
^H^ner Sonnendnsternis bemächtigt; worin sollte sie begründet sein, 
^Bkk in der Befürchtung, dafs ihm unbekannte und, wie er anzunehmen 
^Hqjeneigt ist, die äicherheit seiner Existenz get^hrdende, gewaltige 
^ tJrBachen den gewöhnlichen Verlauf zu stören geeignet sind? Die 
mangelnde Kenntnis erweckt falsche Vorstellungen, aber der Ge- 
dankenprozefs ist olme die allgemein herrschenden Verstaudeagesetze 
nicht möglich. 

Nach dem Bisherigen möchte so viel über das Wahrscheinlich- 
keitsurteil, das in objektiver Weise zustande kommt, feststehen: 
Es erfordert völlig objektiv gültige Grundlagen ; sind diese gegeben, 
HO kann der Verstand nur in eindeutiger Weise eine Aussage 
machen. Nur die beiden Pole, volle Assertion und Unmöglichkeit, 

»■md im Urteil exakt vertreten ; nur dals etwas so und nicht anders sei, 
Mer dafs etwas Überhaupt nicht sein könne, kann ich scharf aussagen, i 
yreA ich durch die Gesetze des Erkennens eingeschränkt bin; es 
giebt eben nur ein formales Kriterium der Wahrheit. Dafs mein 
Freund X jetzt hier in meinem Zimmer sich befindet, ist mir nur 
deshalb gewifs, weil ich nicht denken kann, dafs er zugleich hier 
und zugleich nicht hier sein könne; sein Hiersein wird mir als 
objektiv nur dadurch garantiert, dafs jeder andere Verstand auf 
Grund derselben Voraussetzungen mein Urteil wieilerholen mttfste. 
Wenn Jemand sagte : nicht X, sondern Y ist in deinem Zimmer. 
80 ist es wobl möglich, dafs seine Kenntnis ihn zu dieser Aussage 
cwingt, aber der Irrtum liegt nicht in seinem Denken, sondern in 
w falschen Beziehung des Denkens auf den Inhalt. 
Sofern ich von einem äubjekt ein Prädikat als wahrscheinlich 
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ausäiLge, kniii) ich durch die Begründung andere veratüasseol 
der Aussage anzusdiliefsen ; einen bestimmten Grad der Wabracheia- 
lichkeit anzugeben, ist man aber nicht io der Lage, wofern nicht 
ein lediglich auf tormalen, mathematisclien Grtlnden ruhendes 
teil gebildet wird. Eben die völlige Übereinstimmung um 
Gründe für und wider eine Aussage können wir nicht andere 
formal behaupten. Nur wenn wir weiter nichts wiesen, als 
ein A entweder ein Bj oder ein B^ ist, und dafs kein deck- 
bares Moment eher für £, als S^ und umgekehrt spricht, kBnntea 
wir scharf von gleicher Wahrscheinlichkeit reilen. In dem 
in welchem die A, Bj und Bg aber irgendwelche empirische 
Stande bedeuten, liegt in dem, was wir thatsächlich von 
wissen, eine Störung der absoluten Indifferenz unseres Urteils, wie 
auch schon die blofse Annahme ungleicher realer Umfangsverhitlt- 
niaae unsere objektive Prädizierung gleicher Wahrscheinlichkeit 
verhindern mufa. Wenn ich erfahre, dafs in der Familie mein« 
Freundes ein Kind geboren ist, so sollte man meinen, dafs ich 
absoluter Schärfe sagen könnte, es ist gleich wahrscheinlich, dl 
es ein Mädchen oder ein Knabe ist. 

Niemand wird ein praktisches Interesse daran haben, eine 
solche Frage exakt zu beantworten, aber für das Wesen des Be- 
griffs und seines Gebrauchs ist es doch wichtig, sich klar zu machen, 
dafs in der Behauptung gleicher Wahrscheinlichkeit die Voraus- 
setzung liegt, dnfs nicht allein immer gleich viel Knaben ood 
Mädchen geboren werden, sondern dal's auch im Moment der Ge- 
burt diese Gleichheit nicht aufgehoben wird. Ein Zweifel über 
diese numerische Gleichheit mufs auch die Indifferenz meines ÜT- 
teils stören. 

Ist die Disjunktion so beschaffen, dais ich von einem A 
sage, es sei entweder ein B oder ein Nicht-5, so werden, 
schon angedeutet, die Beurteilungen im allgemeinen nicht 
eine gleiche Wahrscheinlichkeit geführt werden. Ist das A etwi 
völlig Unbestimmtes , so ist es für jeden Verstand höchst unwi 
scheinlich, dafs es sich eben unter den Begriff B bringen lasa^ 
sofern nicJit dieser so allgemein ist, dafs die Frage sinnlos wird. 
Jedes „Etwas" mufs wenigstens ein Gegenstand unserer Gedanken 
sein können, und jedermann wird ohne einen besonderen Grund 
zix anderer Annahme von einem Dritten als sehr unwahrscheinlich 
aussagen, dals gerade jetzt der Mond oder die Freiheit oder 
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estimmtes Objekt seine Gedanken beschäftigt, und doch muTs 
iner entweder an den Mond denken oder nicht. 

Der Begriff wahrscheinlich hat als „Stammbegriff" den der 
HOglichkeit; sein Gebrauch im Urteil bedeutet wesentlich eine 
Punktion unseres Veratandes, Kakt hatte das problematische, 
asaertoriache und apodiktische Urteil, die drei Funktionen der 
Modalität, als so viele Momente des Denkens bezeichnet (Kritik d. 
r. V. KiBCBitANN S. 118). Giebt man dies Bild zu, so ist das 
Wahrscheinlichkeitsurteil als eine Zwischenstation anzusehen, die 
vom problematischen Urteil zum einen oder andern der beiden 
letzten Arten führen kann. Wie bei allen dreien trägt auch seine 
Besonderheit zum Inhalt des Urteils nii-hts bei; es bestimmt nur 

tden Wert der Copula in Beziehung auf das Denken überhaupt". 
Psychologische Reaktionen im engeren Sinne haben hier nicht 
litzuwirken, so dafs man gut thiit, mit den logischen Grundlagen 
nicht die von denselben ausgelöste Geeamterscheinung im BewufBt- 
aein ohne Not zu Terquicken. Unser Vertrauen und unsere Über- 
zeugung werden sich in der Hegel von dem leiten lassen, was der 
Verstand für wahrscheinlich zu halten empfiehlt, aber die Regel 
bedingt die Ausnahme. Unsere Strebungen sind nicht immer ge- 
KUgelt, und zumal der Spieler, den die feine mathematische Disziplin 
theoretisiert , bringt ihr im günstigsten Falle nur platonische Nei- 
gungen entgegen. Wenn ein bekannter Parlamentarier bei einer 
Lotteriedebatte meinte, es sei ebenso wahrscheinlich, dafs man auf 
der StraTse angeredet werde: „Sie gefallen mir, ich will Ihnen ein 
Vermögen schenken", als dafs man das grofse Los gewinne, so 
hatte er nicht so ganz unrecht. Die Sympathiekundgebung ist 
möglich , dafs e i n Spieler das grofse Los gewinnt , ist not- 
wendig; die klar erkannte geringe Chance des Einzelnen hält aber 
Tausende nicht vom Spiele zurück. Das Vertrauen läfst sich nicht 
messen; vielleicht, dafs es sich graduieren liefse, aber dann auch 
nicht a priori, sondern a posteriori und nicht dos eigene, dessen 
Intensität man empfindet, sondern das anderer Individuen. Wenn 
der Börsianer & la hausse spekuliert, so werden wir wohl ein Urteil 
nach der Höhe seines „Engagements" darüber abgeben können, 
welches Vertrauen er seinem Spielobjekt entgegenbringt. Aber dem 
Haussier steht ja ein anderer gegenüber, der k la baisse dieselbe 
Uoffnnng nährt zu gewinnen, ohne dafs der eine viel mehr wtkiate, 
als der andere. Sprechen wir von dem Mafse unseres „vemünftigeii J 
Zatraaens", so ist das entweder eine Umschreibung des Be^iffi 
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Wahrscheinlichkeit, oder es besagt gar nichts objektiv Richtiges^ 
wie jenes Börsenbeispiel beweist. Unser Elrwarten — Hoffiiung 
und Furcht, Vertrauen und Mifstrauen, das wir in eine Sache 
setzen — ist eben eine sehr komplizierte f^cheinung unseres Be- 
wuTstseins, während in allen Fragen des Erkennens unserem Ver- 
stände allein das Wort zukommt. So gewifs in allen Äulserungen 
und Bestimmungen der Erwartung Verstandeselemen^e vorkommen, 
so geboten ist es, sie in der Untersuchung zu isolieren. Ein Mafs 
für die Erwartung kann es nicht geben, so wenig ab filr unsere 
Zuneigung oder unsern Hafs. Wir können sie nicht anders be- 
urteilen, als indem wir sie auf Grund ihrer Bethätigungen ver- 
gleichen. Aber auch unsere Rückschlüsse auf das Verstandesurteil 
sind trügerisch. Wer seine ganze Habe auf irgend ein kühnes 
Unternehmen setzt, mufs nicht notwendig den Erfolg als wahr- 
scheinlich beurteilt haben. Va banque spielt der vom Verstände 
Verlassene, sei es im Rausche der Hodhung oder im Banne der 
Verzweiflung. 

Um unser Vertrauen zu anderen Menschen möglichst bestimmt 
auszusprechen, sagen wir wohl, was wir mit Ruhe ihnen in Ob- 
hut geben möchten. Von einem Bankier hörten wir: „Ich wtlrde 
meinem Diener ungezähltes Gold in die Hände geben." Die funk- 
tionellen Beziehungen psychischer Zustände, also sehr komplexer 
Erscheinungen lassen sich nicht analytisch darstellen, und wo es 
scheinbar der Fall ist, müssen schon die Gröfsenbeziehungen in 
einer prävalierenden Richtung definiert sein, wie das z. B. bei 
Geldleuten zutrifft. 

Im Laufe der Betrachtungen ist es vermieden worden, soweit 
es anging, kausale Beziehungen in den Vordergrund zu stellen. 
Alle unsere Urteile beruhen auf unserer Kenntnis von den Ob- 
jekten, und der allgemeinste Inhalt jeder Erkenntnislehre ist eine 
Beantwortung der Frage, wie man zu Objekten kommen und von 
ihnen etwas aussagen könne. Die Begründung ist somit eine ganz all- 
gemeine, ob wir auf einen früheren, einen jetzt vorhandenen That- 
bestand oder ein Geschehen, das in der Zukunft liegt, unser Augen- 
merk richten. Jedes Urteil setzt, wie mehrfach angedeutet, das 
gesamte Erkenntnisvermögen voraus, und wo wir von einzelnen 
Funktionen abstrahieren, sind doch eben diese Abstraktionen nur 
möglich, weil es unser Verstand ist, der sie vollzieht. Wie ein 
reiner oder, man könnte auch sagen, partieller Verstand und ob 
er überhaupt urteilen würde, das auszudenken, enthält unvoUzieh- 
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Voraussetzungen. Im Begriffe des WahrBcheinlicheii liegt 

achlechthir, dafa es irgendwie begründet sein müsse, und ob eio 

Thatbestand odei- eine Verh al tun gs weise die Unterlage bildet, ist 

logiscli völlig gl eicli gültig. Wenn wir vom Zukünftigen reden, 

setzen wir notwendig ein, wie auch geartetes Goschehen voraus, 

ohne das überhaupt der Begriff eines zeitlichen Ablaufs gar niclit 

denken ist. Dals wir nur über Vergangenes und Gegenwärtiges 

Urteil mit voller Asaertion aussprechen können und streng ge- 

,en nur des unmittelbar Erlebten völlig »icher sind, wird die 

imäne der WahrschcinUclikeit wesentlich in eine Kegion verlegen, 

räumlich und zeitlich mehr oder minder fern liegt. Für 

ie logische Beurteilung ist das ebenso belanglos wie formeU die 

londere Art der Aussage, ob sie z. B. kategorisch, hypothetisch 

ilisjunktiv einen Unterschied bedingt. Selbst die feste That- 

ihe können wir in ein Wabrscbeinlichkeitaurteü verflechten, in- 

ie nach unserer apriorischen, ihr vorhergehenden Beur- 

lung messen. Die historische Kritik ist häutig gegenüber sicheren 

lerlieferungen in der Lage, sie auf die Wahrscheinlichkeit zu 

ifen, wenn ihre Möglichkeit zweifellos, aber die verschiedene Auf- 

iung entweder einen Zufall oder eine höhere Fügung walten sieht. 

Dafs Zukünftiges meistens nur wahrscheinlich ist, dafs ferner 

all unser Handeln sich nur auf Zukünftiges bezieht, ist geeignet, 

dem Begriff einen Beigeschmack zu geben, der sich in der Cha- 

.teristik „von praktischer Bedeutung" geltend macht. In der 

t giebt das Wahrscheinliche Direktiven für eine Entscheidung, 

in erster Linie die Aneignung einer bestimmten Ansicht 

leutet. Setzt sich dieselbe in eine Handlung um, so wer- 

wir durch den Erfolg so wenig über die Richtigkeit unseres 

'fthrscheinlichkeitBurteils belehrt, als derselbe in der Logik über- 

laapt in Frage kommt. Jedes Urteil kann nur an seinen Voraus* 

Setzungen und der richtigen Verknüpfung der gegebenen Benk- 

inhalte gemessen werden. Jede Beurteilung der Entscheidung, die 

sich für ein zweifelhaftes Urteil ausspricht, trifft nur mittelbar die 

Wahracheinlichkeitsaussage ; sio hat sich wesentlich an die Prüfung 

der Voraussetzungen zu halten. Streng genommen ist jedes Wahr- 

leinlichkeitsurteit nur von „technisch-praktischer" Bedeutung; ea 

[bat kann sich zwar Anerkennung erzwingen, aber es ist, sofern es 

len Wissensinhalt in eine bestimmte Form bringt, nur ein Mittel, 

unserer Bemühung nach sicherem Wissen immer vorhergeht. 

LtOHTKNüEBn sagt von der Hypothesenkenntnis, dafs sie , eigentlich 



30 Eitdeittatg. 

so wenig in die Physik aU die MUbte und der Backofsn i? 
Speisesaal" gehöre. Daa ist nicht völlig zutreffend, vr«l eine 
scharfe Trennung des Sicbergewufston und des Hypothetischen sidi 
nur auf Gradunterschiede angewiesen sieht. Indessen trifft di 
drastische Vergleich iu vielen Fällen auf die Anwendung di 
gemeinen Methodik unseres Verstandes zu, mit der wir Wahrschei 
lichkeiten messen. So wird man sich auch hüten müssen, das W 
sehe inlichkeits urteil als Grundlage einer Theorie zu beseiclini 
Das berühmte Beispiel von Kirchhoff begründet die Spekl 
analyse nicht; es würde die Überzeugung viel eher einschi 
wenn nicht die Wucht der sicheren Überlegungen jede Zweideul 
keit der bekannten Erscheinungen ausschlösse. 

In unseren Beti-achtungen ist das Wahrscheinlichkeitaurl 
seihst das Objekt, über das wir uns Aufsem wollen. Di 
dürfen wir von ihm verlangen, dafs die Verknüpfung der Bei 
80 vollzogen sei, dafs wir für dieselbe Anerkennung vom V«> 
Stande der Menschen müssen erzwingen können , einen so engen 
oder so weiten Spielraum wir ihnen auch für eine Entsch« 
düng, die Bildung einer Ansicht oder die Initiative einer Hai 
lung, einräumen werden. Die Elemente des Urteils, wenn sie iti 
wie überall in der Theorie, lediglich vorausgesetzt sind, giebt 
eine Analyse unserer sinnlichen Wahrnehmung und die Umschaa 
in unserem Verstände. Es ist die Natur dieser beiden ursprttng- 
lichen Faktoren, dafs weder die Sinne noch der Verstand von ihren 
eigenen Gesetzen abweichen^), so dafs nur ,der unbemerkte Ein- 
fluTs der Sinnlichkeit auf den Verstand" bewirkt^ dafs die subjek- 
tiven Gründe des Urteils mit den objektiven zusammenäi eisen ui 
diese von ihrer Bestimmung abweichend machen. 

Kant warnt, die Wahrscheinlichkeit mit dem Scheine zu vi 
wechseln, „denn diese ist Wahrheit, aber durch unzureichende Grtti 
erkannt, deren Erkenntnis zwar mangelhaft, aber darum doch nii 
trüglich ist". In der That reichen die wahren Bestimmungen 
Urteils nicht hin, die wesentlich problematische Form dessell 
gegen eine andere zu vertauschen, aber in der Art, wie es geßlUt 
wird, ist ea ebenso wahr als das mit Sicherheit nusgesprochme. 
Wahrscheinlichkeit und Gewifsheit liegen ja nicht iu den Dingetu 
denn diese, wenn auch schon durch den Verstand begrifflich fixieii, 
haben mit der spontanen, eigen gesetzlichen Verknüpfung im Vei^ 
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LUD. Wenn Über das allgemeine Kennzetcheu 
der Wahrheit nicht oder nur gestritten werden kann, ao ist doch 
hinreichend klar, was man unter Objektivität und Wahrheit eines 
Urteils zu verstehen hat, deren ideale Ansprüche selten erfüllt 
werden käanen, deren Möglichkeit zu leugnen auf das Wissen 
ebenso sehr Verzicht zu leisten bedeutet, als wenn man sie nur als 
möglich oder wahrscheinlich bezeichnen wollte. Unsere gesamte 
Erfahrung, von der wir im Einzelneu denken können, dafs auch 
eine andere Konstitution möglich wäre, und ein anderes Gesarat- 
bild wirklich werden könnte, ruht auf jener Allgemeinheit und 
Wahrheit unserer Gedanken, welchen die Wirklichkeit entsprechen 
mufs, wofern wir nicht auf der Basis logischer Möglichkeiten die 
reale Möglichkeit des Unsinns, Wirrwarrs oder des Zufalls zugeben 
wollen. Ein Mifsverataud, der einem immanenten Zirkel zu verdanken 
wäre, weil die Begriffe der logischen und realen Möglichkeit — 
die letztere erfordert aufaer der Denkbarkeit auch die Widerapruchs- 
losigkeit gegenüber den Gesetzen der Erfahrung — wiederum ein 
Wissen von Etwas, eine auf der Übereinstimmung unserer Gedanken 
mit der Wirklichkeit beruhende Kenntnis voraussetzen würde. Wer 
die Bedingungen der Erkenntnis leugnet, die Allgemeinheit und 
Notwendigkeit nicht blofs unseren Denk- und Anschauungaformen 
sichert, sondern auch unserer Erfahrung die feste, eindeutige 
aprioriatische Basis gewährleistet, der mufs konaequenterweise die 
Erkenntnis Überhaupt leugnen. Dieser Nihilismus ist naiv, weil 
er den Anspruch erheben mufs, andere zu Überzeugen, während er 
doch nicht einmal die Fähigkeit hat, andere zu täuschen. Oiebt 
es keine Wahrheit, so giebt es auch keinen In-tum, Was lehrt er, 
Wahrheit oder Irrtum ? Das ist völlig ununterscheidbar. Die Philo- 
sophie hat den absoluten Skeptizismus mit Leichtigkeit überwunden; 
der gesunde Menschenverstand mufs auch in der allgemeinsten Dls- 
siplin seine Rechnung finden. 

Möglich, wirklich, notwendig, diese Kategorien der Modalität, 
■welchen jene drei Arten der Urteile entsprechen, sind im Erkenntnis- 
gebrauche eine wie die andere durch den Gegenstand zu bestimmen. 
Von den beiden letzten sieht man das ohne weiteres ein, obwohl 
Wirklichkeit und scheinbare Notwendigkeit eines Begriffes häulig 
schon mit seiner blol'sen Möglichkeit im Denken als eine Erkenntnis 
ausgesagt werden. Eben diesen logischen Schein auf seinen Unwert 
rfIckzufUhren, ist die erste Aufgabe der Kritik. Auf dem Wege 
Möglichen, das als wahr im Sinne unserer Denk- und 
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AnschauuDgsformen erkannt sein mufs, fuhrt uns das Wahrschein- 
liche nach unserer Absicht zur sicheren Erkenntnis. Zu dem ledig» 
lieh problematischen Urteile müssen assertorische und apodiktische 
hinzukommen, damit man eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen 
könne. Dafs im Beispiele (S. 19) jene Münze dem Orte M entstammt, 
ist möglich. M hat in einem bestimmten Jahre Münzen der vorliegen- 
den Prägung geschlagen ; das ist wirklich. Dafs auf Grund unserer 
Voraussetzungen M oder N der Ursprung sein müsse, ist notwendig. 
Es genügt nicht die Möglichkeit allein, eine Wahrscheinlichkeits- 
aussage zu machen — darüber wird man nicht im Zweifel sein können. 

Wenn Kant von den Kategorien der Modalität aussagt, dab 
„sie den Begriff, dem sie als Prädikate beigefügt werden, als Be- 
stimmung des Objekts nicht im mindesten vermehren, sondern nur 
das Verhältnis zum Erkenntnisvermögen ausdrücken**, so wird das- 
selbe vom Wahrscheinlichen gelten, zu dessen Behauptung not- 
wendig die Möglichkeit und Gründe gehören, die dem Urteil über 
seine Wirklichkeit eine bestimmte Richtung zu gehen vermögen. 

Jede Wahrscheinlichkeitsaussage enthält, abgesehen von ihrer 
Einschränkimg, ein Urteil, das vollständig begründet sein müfste, 
wenn ihm eine andere Modalität zukommen sollte. Allgemeine Vor» 
Schriften darüber, wann es als völlig begründet anzusehen sei, 
wann nicht, lassen sich nicht geben. Die problematischen Urteile 
pflegen einem Bedürfnis zu entsprechen, wo sie in der Wissenschaft 
auftreten ; so wenig begründet sie unter Umständen zu sein pflegen, 
so ist es aufser dem Bedürfnis nach Erklärimg inmier wenigstens ein 
Gleichnis, eine Analogie, die ihre vorläufige Setzung rechtfertigt 
Sind wir dann in der Lage, die Gründe anzugeben, welche die 
Setzung veranlafst haben, so fehlen uns nicht allein die Gründe, 
welche die Assertion verlangt, sondern wir sind auch viel£EUih aufser 
Stande, nur anzugeben, welche Gründe wir nötig haben würden, 
damit die Wahrscheinlichkeit, so gering oder so grofs sie sein mag, 
in die Gewifsheit übergehe. Erklären bedeutet nichts weiter, als 
ein Schema ftir die Erscheinung, einen Vorgang, eine Thatsache 
zu liefern, das uns schon verständlich oder geradezu so geläufig 
ist, dafs wir nicht weiter fragen. In der Physik ist es die Aufgabe, 
alles auf Bewegungen zurückzuführen, welche die Mechanik uns 
zuvor beschrieben hat Ihre letzten Instanzen sind Gleichnisse, wie 
das eine Wort ^Kraft** uns lehren kann. 

Der Darwinismus setzt ftir die paläontologischen oder histori- 
schen Reihen der Organismen eine ähnliche Aufeinanderfi>Ige wie 
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' die der EntwickelmigHphaseii des IndividuumB, und er ist sich voll 
bewufst, dafs hier ungeheuere Lücken durch die Beobachtung aus- 
zufilllcn sind, um die Merkmale der Analogie zu vervoUBtfindigen. 
Von der Fiktion bis zur wohlbegründeten Hypothese, vom 
lockeren Gleichnis bis zur Theorie herrscht die Wahrscheinlichkeita- 
ausäage, die sich auf das zu stützen hat, was an positiven Qrlinden 
nach dem Stande unserer Kenntnis geltend gemacht werden kann. 
LoTZE sagt (Logik S. 408) von der Naturwissenschaft, dafs es hier 
öfter so zugeht, „wie bei der festen Ausmauerung der Brunnen: man 
baut von oben hinunter und verläfst sich darauf, dafs die angenom- 
menen Thatsachen nach unten einstweilen von dem unanalysJerten 
Grund und Boden haltbar genug unterstützt werden, um die aufgesetzte 
Mauer zu tragen, bis man einen Sehritt tiefer ihnen wieder eine 
Stricht von Fundament unterziehen kann, der es dann wieder so 
geht". Leider ist es mit dem Brunnen allein nicht gethan; man 
will auch Wasser zu Tage fördern; auch den noch ao vollständig 
fundierten Hypothesen ist das Schicksal nicht erspart geblieben, 
dafs man ihren Boden verlassen und an anderer Stelle graben mufste. 
Das mufs »ich das Wahrscheinliche immer gefallen lassen, von 
der Wirklichkeit liberwunden zn werden, aber ob seine Gründe 
zutreffend und richtig waren, ist eine andere Frage, und zwar die 
einzige, welche eine Untersuchung über die Wahrscheinlichkeit zu 
prüfen und zu beantworten hat. Es handelt sich hier lediglich um die 
Berichtigung von Denkfehlern, wie sie z. B, der Hypothese vom 
fcorror vacui" zugrunde lagen'). 



') Vielleicht ist es gcHtattet, hier eines feinen Unterschieds an ge- 
denlien, der von Lichtenbuiio über das Schicksal von Hypothesen im Affekt 
gemacht wurde. L. hatte iu einem Schreiben an den Hauptmann Wkrnir 
in Giefsen die ündulatioastheorie der „Zitterer" heftig bekämpft (Werke 
Bd. IX); den Eurückerbetenen Brief hst er mit einem Umschlag und einer 
AufBcbrift versehen, die als „zu schön" von den Herausgebern mitverüSent- 
üoht worden ist In dieser Aufschrift heifst es; Er (Wkhkkk) schrieb mir 
blofs Wiederholnngen seiner alten Behauptungeu, nur mit grGrserem Triumph. 
Er hatte dabei den elenden Einfall, das Grab der NEWTONschen Theorie vom 
Licht xa aeichnen , mit Grabstein und Inschrift. Ein solcher Philosoph ver- 
diente keine schriftliche Antwort mehr; ich liefs ihm aber durch einen Freund 
sagen: Es w&re mir wenigstens angenehm, die Theorie, zu der ich mich 
bekennte, ehrlich auf dem Kirchhofe zu sehen; da aber die seinige noch, wie 
«r sage, nm Leben wäre, ao kCnne man nicht wiesen, ob sie nicht noch ein- 
l gehenkt würde". Licutknbkbg bat nicht recht behalten; die Korpns- 

iheorie allerdings ist ebilicb begraben, und die andere wird schwerlich 
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Jene drei Kategorien der Modalität haben Kant zu ebensoviel 
„Postulaten des empirischen Denkens" den Anlafs gegeben. In den 
Grundsätzen des reinen Verstandes nehmen dieselben mit den „Ana- 
logien der Erfahrung*' eine Stellung ein, welche ihnen einen blofs 
„ regulativen ** Gebrauch zuweist, im Gegensatz zu den konstitutiven 
„Axiomen der Anschauung" und den „Anticipationen der Wahr- 
nehmung". 

Kant nennt auch jene drei Grundsätze nur subjektiv-synthetisch, 
was er dahin erläutert, dafs sie ,,zu dem Begriffe eines Dinges 
(Realen), von dem sie sonst nichts sagen, die Erkenntniskraft hinzu- 
fügen, worin er entspringt und seinen Sitz hat, so dafs, wenn er 
blofs im Verstände mit den formalen Bedingungen der Erfahrung 
in Verknüpfung ist, sein Gegenstand möglich heifst; ist er mit der 
Wahrnehmung (Eknpfindung als Materie der Sinne) im Zusammen- 
hang und durch dieselbe vermittelst des Verstandes bestimmt, so 
ist das Objekt wirklich; ist er durch den Zusammenhang der 
Wahrnehmungen nach Begriffen bestimmt, so heifst der Gegenstand 
notwendig" (S. 243). Wenn er ihnen gleichwohl den Charakter einer 
Notwendigkeit a priori beilegt (S. 184), und behauptet, dafs sie sich 
nicht in der Gewifsheit, welche auch bei ihnen a priori feststeht, 
sondern in der Art der Evidenz, d. i, dem Intuitiven der konstitu- 
tiven Grundsätze von letzteren unterscheiden, so werden wir nicht 
mifsverstanden werden, wenn wir dennoch von ihrer objektiven 
Gültigkeit im Gegensatz zu blofs logischer oder subjektiver (indivi- 
dueller) Bedeutung reden. 

Das Wahrscheinliche verlangt als Minimum objektive Möglich- 
keit, die, wie wir uns auch wenden mögen, auf den apriorischen 
Gesetzen der Erfahrung nicht allein, sondern auch auf den Ge- 
setzen, die wir empirisch und also jenen gemäfs im Laufe der 
Zeiten gewonnen haben, beruhen wird. Die Erscheinungen des 
Spiritismus sind logisch möglich. Objektiv möglich aber ist es nicht, 
dafs bei zwei fest aufeinander geprefsten Schiefertafeln eine Schrift 
auf der Innenseite erscheint, wenn nicht die Tafeln präpariert waren, 
oder irgend ein Taschenspielerstück sie an jener Stelle hervor- 
gerufen hat. Wäre aber die geheimnisvolle Schrift als etwas, das 
zuverlässig weder von der Beschaffenheit der Tafeln noch von 
einer nachweisbaren menschlichen Hand herrühren kann, festgestellt, 

gehenkt werden, aber ein Unterschied kann für alles Wahrscheinliche gelten. 
Es kann durch die Wirklichkeit rite überwunden oder auch an sich als 
falsch erfunden werden. 
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wäru eine Thauache konstatiert, die Erklärung furderte. Der 
■iff des objektiv Möglichen liätte eine Erweiterung erfahren, der 
ipiritiBmus" nach seinen bisherigen „objektiven" Merkmalen wäre 
ine Thataache, wie sie daa Gewitter war, ehe man seine elektrische 
Natur anch nur ahnen konnte. Trotzdem wären tausend schwer- 
wiegende Gründe gegen den Aberglauben anzufahren, dafs wir eine 
Uanifestation ruheloser Seelen Abgeachi edener anerkennen mUfsten. 
Bfcber in das Gebiet des Wahrscheinlichen wäre das, was man 
VDangels besserer Erklärung Spiritismus benennt, eingerückt. 

Das, was über die blofse objektive Möglichkeit hinaus für die 

Geltung des Urteils gesagt werden kann, und was dagegen spricht, 

darf sich nicht wieder auf Möglichkeiten beschränken. Die Gründe 

mtlssen allen Anforderungen entsprechen, die wir an ein sicheres 

stellen. Namentlich vor negativen Argumenten wird man 

ih zu hüten haben. Sie ruhen entweder selbst auf dem, was wir 

' das objektiv Unmögliche auf den Gesetzen, denen 

zuwiderläuft, und haben dann „Gewicht", oder sie sind lediglich 

che Gebilde von keinerlei Bedeutung- 

Die Gründe im W ah rsch ein lichk ei ts urteil müssen, wie Kant 
im Gleichnis ausdrückt, „ponderiert" werden; das setzt schon 
'oraus, dafa sie auch „Gewicht" haben. Negative Gründe, sofern sie 
nar aussagen, was wir nicht wissen, haben kein „Gewicht" ; sie lassen 
sich nicht werten und nicht vergleichen. Jenes Abwägen ist die 
eigentliche Vers tan deshand 1 u ng , es unterliegt nur den Verstandea- 
geaetzen, aber es ist im allgemeinen in exakter Weise nicht mög- 
lich. Die Gründe sind in doi- Regel sehr ungleichartig, und wir 
haben kein gemeinsames Mafs, das gleichartig machen könnte., was 
■h seiner Erkenntnisart nicht in mathematisch konstruierbaren 
ifsenbeziehungen seinen adäquaten Schematismus findet. Ganz 
iTon abgesehen, dafs auch daa Werkzeug unserer Gedanken, die 
Sprache, versagt, wenn sie absolut Eindeutiges vonnitteln soll, ver- 
mögen wir Wahrscheinlichkeiten im allgemeinen nicht einmal zahlen- 
mäfsig zu schätzen. Wir begnügen uns im gewöhnlichen Gebrauch 
mit den Prädikaten , wahrscheinlich" und „unwahrscheinlich", ver- 
gleichen mehrere Urteile mit einander, wie es bei jeder anderen Kom- 
paration von EigenschaftßbcgrifFen auch geschieht; aber dafs wir im- 
stande wären, einen Grad mit dem Anspruch auf eine gewisse An- 
näherung zu bezeichnen, wie wir etwa nach dem Augermals den Teil 
ler Länge nach Zehnteln anzugeben fUhig sind, davon ist hier 
iht die Rede. Es bleibt hier in der Verständigung der Menschen ein 
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Spielraum y der bei aller Objektivität der Grundlagen nicht zu be- 
seitigen ist. 

Nach Kant wird von jedem Urteil verlangt: 

1) dafs es sich nicht logisch widerspreche; 

2) dafs es a) Gründe habe und b) nicht zu falschen Folge- 
rungen führe. 

Mit diesem Prüfstein werden wir auch in den folgenden Unter- 
suchungen der „mathematischen Wahrscheinlichkeit^ zu operieren 
haben. 

Es ist indes von Wichtigkeit, das Moment b) besonders zu er- 
örtern. Ein Wahrscheinlichkeitsurteil kann durchaus richtig sein, 
und dennoch mufs es mit Notwendigkeit aufgehoben werden, wenn 
wir in den Besitz sicherer Erkenntnis gelangen. Aber eben dies 
sagen wir ja schon aus, wenn wir einer Behauptung die Beschrän- 
kung hinzufügen, dafs sie blofs als wahrscheinlich gelten solle.. 
Statistische Untersuchungen haben gezeigt, dafs die Sterbeverhält- 
nisse Verheirateter günstiger sind, als bei ledigen und verwitweten 
Personen. Das giebt uns scheinbar ein Recht, von der Wahrschein- 
lichkeit zu reden, dafs die Ehe das Leben der Menschen verlängere. 
Aber das Urteil ist unrichtig, weil es nicht hinreichend begrtlndet 
ist Denn alle die Gründe, welche ein Eingehen der Ehe wider- 
raten oder unmöglich machen, können sehr wohl geeignet sein, 
eine ungünstigere Sterblichkeit herbeizufuhren. Wir können also 
nach den Erfahrungen nur als wahrscheinlich aussagen, dafs im 
Durchschnitt das Leben verheirateter Personen ein längeres ist, als 
das lediger. Wenn nun an eine Gesellschaft verheirateter Personen 
der durch frühere Erfahrungen gegebene Mafsstab angelegt wird, 
gleichwohl aber ihr Absterben rascher vor sich geht, als bei 
ledigen, so war unser Urteil nicht falsch, weil es zu unrich- 
tigen Folgen geführt hätte. Denn das ist gar nicht der Fall. 
Wenn aus einer Urne mit überwiegend weifsen Kugeln eine von 
anderer Farbe gezogen wird, so bleibt das vorher ausgesprochene 
Urteil der höheren Wahrscheinlichkeit einer weifsen Kugel durch- 
aus richtig. So einfach das erscheint, so wenig überflüssig ist es, 
ausdrücklich darauf hinzuweisen. Man hat aus einer mit Recht 
ausgesprochenen hohen Wahrscheinlichkeit die Sicherheit des Ur- 
teils gefolgert, während eben diese Beschränkung ein Ventil abgiebt, 
den Irrtum von unserem Erkennen auszuscheiden. Was sehr wahr- 
scheinlich ist, ist eben darum nicht gewifs, geschweige denn not- 
wendig, und das noch so Unwahrscheinliche bleibt immerhin noch 
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möglich. Streng genommen kann also das richtig gebildete Wahr- 
scheinlichkeitsurteil nie zu unannehmbaren Folgen führen ; nur legt 
diese Unwiderlegbarkeit die Pflicht auf, die Aussage noch vor- 
sichtiger als in jedem andern Falle zu prüfen. 

Alle diese weitläufigen Betrachtungen haben wir vorangeschickt, 
weil der Gegenstand der mathematischen Wahrscheinlichkeitslehre 
nicht abgesondert von den allgemeinen Verfahrungsweisen des Ver- 
standes erkannt werden kann. Aus diesen mufs sie sich ableiten 
lassen, wie das Besondere aus dem Allgemeinen überhaupt. 

Nach Kant bedarf es „keiner Kritik der Vernunft im empiri- 
schen Gebrauche, weil ihre Grundsätze am Probierstein der Erfah- 
rung einer kontinuierlichen Prüfung unterworfen werden"; des- 
gleichen ,,auch nicht in der Mathematik, wo ihre Begriffe an der reinen 
Anschauung sofort in concreto dargestellt werden müssen, und jedes 
Ungegründete und Willkürliche dadurch alsbald offenbar wird". 

Nur für den „transscendentalen Gebrauch nach blofsen Begriffen 
erscheint ihm die Disziplin, wodurch der beständige Hang, von 
gewissen Regeln abzuweichen, eingeschränkt und endlich vertilgt 
wird", nötig. 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann weder der Probier- 
stein der Erfahrung noch die automatische Eontrole der Mathe- 
matik den Irrtum verhüten, weil sie sich weder mit Erfahrungs-. 
noch mit blofs mathematischen Urteilen befafst Hier haben also 
alle Gesetze des Verstandesgebrauchs den Verstand selbst zu dis- 
ziplinieren. 



Die mathematische Wahrscheinlichkeit. 



Es mutet seltsam an , wenn man zuweilen Berufungen auf die 
mathematische Wahrscheinlichkeit hört, wo der gemeine Verstand 
völlig für das Urteil ausreicht. Aber die Mathematik steht in einem 
so guten Ansehen y dafs ihre Billigung als eine besondere Gewähr 
der Richtigkeit angesehen wird, wo sie gar nicht vonnöten wäre. 
Und auch da, wo der „mathematische Erfindungsgeist zur blolsen 
Übung des Scharfsinns" Aufgaben von ^^anscheinender Anwendung" *) 
stellt, ist man geneigt, von der Mathematik etwas zu verlangen, 
was sie in der That nicht geben kann: Prinzipien für die Beur- 
teilung des Wahrscheinlichen. Der Sinn der berühmten Worte von 
Laplaoe: „Die Theorie der Wahrscheinlichkeiten ist im Grunde 
nichts anderes, als der in Rechnung gebrachte Menschenverstand" 
ist völlig zutreffend. Der Begriff des Wahrscheinlichen, könnte 
man unter Veränderung eines Wortes von Stumpf*) sagen, ist der 
Mathematik so fremd wie der von gut und böse. 

Die Mathematik hat es einzig und allein mit Grölsen- 
beziehungen zu thun; wo sie Prinzipien giebt, entspringen diese 
aus ihren Operationen und sind von ganz allgemeiner Geltung. 
Die Anwendung der Mathematik setzt voraus, dafs der Gegen- 
stand der Rechnung oder der geometrischen Betrachtung seine 
Prinzipien mitbringt, denen sie sich lediglich zu fügen hat. 
Sind diese richtig und zwingend, so wird auch die Verbindung mit 
mathematischen Operationen nicht zu unzutreffenden Ergebnissen 



*) Fbibb, Versuch einer Kritik der Prinzipien der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Breslau 1842. 

') „Über den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit^. Berichte 
der bair. Akad. 1892. 



^_ sich 



den 
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ßthreiL können. Irrtum kann nur infolge unrichtiger Anwendung 
der mathematischen Entwiekeliingen entstehen, wenn nicht etwa 
Veretösse gegen die Elementaroperationen, geineine Rechenfehler, 
vorliegen. Überall, wo die Bezeichnung einer Disziplin durch das 
Attribut „mathematisch" eingeschränkt wird, ist die Mathematik 
die Dienerin und absolut zuverlässig, wenn ihre Dienste sich aus der 
Natur der Disziplin notwendig ergeben; sie wird zum Ornament, 
wo sie ohne Not herangesiogen wird, zum Irrlicht, wo sie völlig der 
Rechnung Widerstrebendes beleuchten soll. Das „quod erat demon- 
atrandum" unter den philosophischen Beweisen der Metaphysik bringt 
die beiden letzten Qualitäten sehr deutlich zur Erscheinung. 

Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung müssen 
dem gesunden Menschenverstand entstammen; die der Rechnung 
selbst müssen mathematischer Natur sein. In der That werden 
sich diese letzteren als ebensoviel Sätze der Kombinatorik zu 
■kennen geben, wenn man es nicht etwa mit Anwendungen auf 
:ige Gröfsen zu thun hat, bei denen die Kombination in analy- 
'tiscbe Operationen übergeht. 

Soll nun die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten irgend welche 
objektive Geltung haben, so mufa der Begriff „wahrscheinlich" in 
seiner gewöhnlichen Bedeutung auch hier zugrunde gelegt werden. 
Die Unterscheidung einer philosophischen und mathematischen 
Wahrscheinlichkeit, die in der Regel Fries zugeschrieben wird, 
aber sich schon bei Kant und älteren Schriftstellern findet, hat 
nur einen Sinn, wenn die letztere als ein besonderer Fall der 
ersteren anzusehen ist. Die mathematische Evidenz, mit der auch 
das Wahrsch ei u II chkeits urteil ausgestattet sein kann, verdankt es nicht 
dem Begriffe des Wahrscheinlichen, sondern sie ruht in den Voraus- 
setzungen, welche die Rechnung zulassen. Wir unterscheiden auch 
nicht die physikalischen Erscheinungen, Gravitation, Wflrme, Elek- 
trizitfit, von dem, was wir durch die Rechnung über sie feststellen, in- 
dem wir etwa neben einer empirischen eine mathematische Gravitation 
wesentlich zu Trennendes statuierten, obwohl wir uns bei jeder 
^thematischen Behandlung immer gegenwärtig zu halten haben, dafs 
it Abstraktionen operieren, denen in der Wirklichkeit abaolnt 
bereinstimmendes weder entspricht noch entsprechen kann- 

Nur lassen wir beim Wahrscheinlichen hier wie dort den Ver- 
stand [dietn sprechen ; das subjektiv Wahrscheinliche, das von Stim- 
mungen, Temperament und sonstigen Eigenschaften der Seele abhängt, 
gehört, auch wenn es eine allgemeine Behandlung zulassen würde, 
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in den Bereich der Psychologie, obwohl sicherlich beide Arten 
des Wahrscheinlichen häufig zu gemeinsamer Betrachtung Anlafs 
geben, wenn z. B. übertriebene Vorstellungen von der Ge£fthr des 
Gewitters, einer Krankheit, der Eisenbahnunglt&cksfklle u. dgL 
durch statistische Zahlen widerlegt werden können. — Ebenso 
werden wir von der Betrachtung den „logischen Schein^ aonu- 
schliefsen haben, der Urteilen in ,, metaphysischer Absicht" anzuhaften 
pflegt; was nicht in allgemein gültiger Weise ausgesprochen werden 
kann, giebt einen guten Gaul für die Parade und das ManSver; 
wenn aber mit Kugeln geschossen wird, ist er Feind und Freund 
nichts nütze. 

In neuerer Zeit ist das disjunktive Urteil in Verbindung mit 
dem Wahrscheinlichkeitsurteil gebracht worden, f^ ist wohl in 
erster Linie Lotze, der die Beziehungen blofsgelegt hat; Siqwabt, 
Lanoe und in neuester Zeit Stumpf schliefsen sich an. Mit 
dem disjunktiven Urteil geben wir entweder eine Einteilung, oder 
wir legen eine solche zugrunde, um eine abschliefsende Reihe von 
Möglichkeiten auszusagen. Ein Kegelschnitt ist entweder eine 
Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel. Hier giebt das disjunktive 
Urteil eine Einteilung, deren Notwendigkeit durch eine Reihe 
anderer Urteile ableitbar ist. Das disjunktive Urteil setzt, wie 
jedes andere, eine Begründung voraus, die durch einen Thatbestand, 
ein Verhalten, sei es auf empirischer Grundlage, sei es auf der 
Basis von apriorischen Erwägungen, gegeben wurde. Wie jedes 
Urteil, ist auch dies den verschiedenen Arten der Modalität unter- 
worfen, aber welche Form ich auch wähle, stets bedingt das disjunktive 
Urteil einen problematischen Inhalt hinsichtlich der einzelnen Prä- 
dikate in einer Aussage, die für eines derselben Wirklichkeit oder Not- 
wendigkeit erfordert. Diese Kurve kann eine Ellipse, eine Hyperbel 
oder eine Parabel sein, setzt eine jede als möglich, und wenn das 
Urteil einen Sinn haben soll, so schliefst es die irgendwie gewonnene 
Überzeugung ein, dafs die zur Verfügung stehenden Merkmale auf 
einen Kegelschnitt hinweisen, jedes andere Gebilde aber mit Not- 
wendigkeit ausschlief sen. Man sieht nun leicht ein, dafs die ver- 
schiedene Modalität in einer Aussage dieser Art nur eine scheinbare 
ist in dem Sinne, dafs im Wesen eine notwendige Behauptung vor- 
liegt, wenn die Disjunktion begründet und als notwendig nach- 
gewiesen ist^). Hat das disjunktive Urteil nicht den ausgesprochenen 

^) Vgl. Kamt, Kritik d. r. V. (KiROHMAinische Ausg. S. 117). „Es ist also 
in einem disjunktiven Urteil eine gewisse Gemeinschaft der Erkenntnisse, 
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Zweck, eine Einteilimg zu liefern, so schliel'at es immer einen Zweifel 
ein. Wir wisBen nicht, was wir sagen aollen: diese Kurve ist eine 
Ellipse, diese Kurve ist eine Hyperbel, diese Kurve ist eine Parabel. 
Will man also mit Laplace apreclien, so kann man sagen: es hängt 
teils von unserer Kenntnis, teils von dem ab, was wir nicht wissen. 
Aber das ist weder das Wesen des disjunktiven noch das des 
W ah rsch ei nlichkeits Urteils, sondern es ist eine Eigentümlichkeit des 
Erkennen» überhaupt, dafs es von dem abhängt, was wir wissen, 
und was wir nicht oder noch nicht wissen. Von Bedeutung für 
die Disjunktion kann nur sein, dafs wir sie aufatelleu kSnnen. 
Sind wir erst im Klaren tlber ein Glied der Disjunktion, so fUllt 
diese für das Urteil hinweg, und unsere Aussage wird eine ganz be- 
stimmte. Auch wenn wir Grnnd zu der Annahme haben, dafs jene 
Kurve eher einer Parabel als einem der beiden anderen FftUe ent- 
spricht, wird das im Urteil ausgesprochen werden müssen, wenn 
sonst das Urteilen als daa Verknüpfen der Begriffe nach dem Stande 
unseres Wissens noch einen Sinn behalten soll. 

Eine Disjunktion, die wir immer aussprechen können, ist die 
durch das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten vorgeschriebene. 
A ist entweder B oder es ist Nicht-ß. Hat es jemals einen Sinn, 

zu bilden, ao kann man damit nur beabsichtigen, auf ein jeder- 
n verständliches Verhalten unseres Denkens hinzuweisen, oder 

ir man will erhärten, dafs man über ein A schlechterdings nichts 
vermag, was eine Verknüpfung mit jenem S zuliefse. 
Ein Wahrscheinlichkeitaurteil darauf zu gründen, würde der ge- 
wöhnliche Verstand nicht zulassen, wenn es mehr besagen soll, als : 
A kann ein ß sein, oder es kann auch ein Nicht-iJ sein. Jene 
Frage, ob auf dem Sirius sich Eisen vorfindet oder nicht, wird 
ganz sinnlos für irgend eine objektive Aussage, wenn man sich auf 
den Standpunkt völliger Unkenntnis stellen soll. Was soll man 
hinwegdenken ? Was vom Sirius gewufst wird, oder waa vom Eisen 
unserer Kenntnis unterliegt, oder beides? Ist es jemals, wenn wir 
gar nichts wissen, als dafs A wohl ein B sein kann oder auch nicht, 
fUr den Verstand möglich, zu sagen : es ist ebenso wahrscheinlich, 
dafs A ein Ji ist oder nicht? Dann brauchten wir den Begriff der 
Wahrscheinlichkeit überhaupt nicht und konnten uns mit dem 



^M« zu bi 
^^kuin ve 
^^Btir mal 
^ailBzusag 



die darin besteht, (Ufi sie sieb wechselseitig einander ausacblieraen, aber ila- 
dnrch im ganzen dii- wahre ErkeiiDtnis bestimm on , indem sie zusammen- 
ganommen den ganze» Inhalt einer einzigen gegebenen iürkcnatnia ausmacbeD." 
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„Uflglichen" begnllgen. Aber das Mögliche Isfat Oradct Überiiaopt 
nicht KU. Die Graduierung i^hrt eben zu einem andern BeffriSe. 
Wo über unsere Kenntnie nur ausreicht, die Möglichkeit aiuzasagen, 
bcwigt die „gleitibe Möglichkeit" fllr ihr kontradikturisches OegentflQ 
wiederum nicht mehr als eben Möglichkeit. Cäsar kann entweder 
lebendig oder tot sein. Werde ich wirklich aussagen: „es ist ftlr 
mich gleich wahrscheinlicli, dafs er lebt oder tot aei", indem ich dem 
Biigriff Cäsar nur beilege, dafa er ein menechlichca Individuum be- 
zeichnen soll? Von einem Wahrscheinlichkeitsgrade kann hier 
weder im gewöhnlichen Sinne, noch weniger aber in dem der 
mathematischen Bestimmung die Rede sein. Wenn Cäsar als Mensch 
auf die Welt gekommen ist, so wird er gewifa sich jener Disjunkdon 
Fugen müssen, aber weder liegt in dieser eine Grundlage noch in 
der ganzen Frage eine Nötigung zum WahrscheinlichkeitsurteiL — 
Gewifs, die Logik hat zunächst gar nichts mit dem Interesse, d« 
wir mit irgend welchen Denkoperationen verbinden, zu achaffinu 
Aber bis zu einem gewissen Grade haben alle ihre Untersuchungen 
doch den Sinn, unser Verfahren beim Erkennen als ein Mittel ztaa 
Zweck zu betrachten. Unser Urteil, sofern es irgend welche Be- 
deutung fiir irgend etwas haben soll, rauTs zunächst als Antwort 
auf eine vernünftige Frage und fernerhin durch alle Gründe 
befestigt sein , die es Überhaupt zu stützen vermögen. Welchen 
Wert hat es, ganz leere Fragen aufzuwerfen, an denen Niemand 
das geringste Interesse haben kann und sodann auf die Absurdität 
einer möglichen Antwort hinzuweisen? Das Wahrscheinliche hat 
nur Bedeutung fllr das Erkennen und mittelb.'U' ftir unser Handeln. 
Die formale Logik des Aiistoteles hatte gar kein Interesse, aich 
mit diesem Begriff und seiner Deukungsweise abzugeben; es 
läfst sich schlechterdings nicht auf eine reine Form bringen, die 
jedes Inhalts entbehrte und lediglich unser Denken an und ftir rieh 
blofslegle. 

Wenn wir sagen: A ist wahrscheinlich B, so können wir die 
Verknüpfung dieses Urteils nicht anders bewirkt denken, ola mit 
Rücksicht auf eine Reihe von Gründen, die seine Prädizionmg 
unterstützen. Denkprozefs und Aussage folgen sich in einem dei^ 
ai'tigen Urteil nicht mit der Geschwindigkeit, wenn das zu sagen 
erlaubt ist, wie bei dem Urteil: A iat B, das in sehr vielen Fällen 
mit dem Anschauen des A und dem Bewufstsein und Besitz des 
Begriffes B fertig erscheint. 

Die Mefsbarkeit des Wahracheinüchen im gewöhnlichen Oe- 
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brauch scheiterte an dem Mangel einer Vergleichbarkeit der Gründe. 
Weder genügt es ira allgemeinen, diese zu zälilen, noch kann es 
notwendig geltende Best! nun ungen geben, die den Wert des einen 
Argumente naeh dem eines andern zu messen gestatteten. Anderer- 
seits zeigte aber doch die Abatnfnng, die wir bei der Zuerkennung 
des Attributs „wahrscheinlich" vorzunehmen genötigt und auch zum 
Teil imstande sind, dafe eine zahlengemäfse Angabe für einen Grad 
des Wahrscheinlichen, wenn auch im allgemeinen unmöglich, so doch 
dem Begriffe selbst durchaus nicht zuwider ist. Jedenfalls können 
wir ihn komparieren. Von drei Aussagen, die sich auf denselben 
Gegenstand beziehen, können wir wohl aussagen, dafc die eine 
wahrscheinlicher ist, als die andere, und dafs eine von ihnen die 
wahrscheinlichste ist. Es ist wahrscheinlich, dafs dieser fremde 
Mann, der mir auf der Lnndstrafse begegnet, aus einem der nächst- 
gclegenen Orte ist ; es ist wahrscheinlicher, dafs er aus dem Land«? 
stammt, in welchem ich mich befinde, und es ist am wahrschein- 
lichsten, dafs er ein Deutscher ist. Hier leitet nur der gröfsere 
Umfang, den ein jeder der prädizierten Begriffe besitzt, das Urteil. 
Gewifs wird es noch andere Kennzeichen geben, die mich nach der 
einen oder andern Richtung zu bestimmen in der Lage sind. In- 
dessen kommt es uns darauf an, eine Abstraktion vorzubereiten, 
die wir allerdings in den meisten Fallen uns zumuten, wenn wir 
«ine mathematische Wahrscheinlichkeit aussprechen. Es wird sich 
m handeln, zu ermitteln, weiche Momente, die in einer Wahr- 
leinlichk eilsaus sage zu liegen pflegen, ausgeschlossen werden 
_ um zu einem Mafsstab filr die Wahrscheinlichkeit zu 

kommen. Und da ist ganz summarisch zu verfahren. Alles, was 
mein Urteil nach der Richtung beeinflufst, eher ein FUrwahrhalten 
als den Zweifel aufrechtzuerhalten, ohne dafs es sich auf Zahl und 
Gröfse bringen läfst. mufs beseitigt sein, damit man dem Begriffe 
der mathematischen Wahrscheinlichkeit gerecht werden könne. 

Ob es morgen regnen wird? Angenommen, uns wären alle 
Bedingungen genau bekannt, welche den Regen herbeiführen, und 
welche am vorhergehenden Tage erflillt sein müssen, damit er am 
folgenden eintrete, so köunteti wir zu einer zahlen mäfsigen Be- 
imung nur dann kommen, wenn wir wüfsten, wie die einzelnen 
dem Gesamtkomplex verbalten, welcher Wert einer jeden 
:elnen gegenüber allen anderen zuzusprechen sein müfste. Wie 
will man sonst s-igen; die Bedingungen sind etwa zur Hälfte oder 
zudrei Vierteln erfüllt? Wenn aber eine grofee Zahl von Beobachtungen 
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vorlägen; die für unsem Ort eine Reihe von völlig gleichen Er- 
scheinungen aufzeigten — man denke sich dieselben so umfassend, ab 
sie nur sein können — , während doch die Bedingungen völlig unbe- 
kannt sind, und jene Zählung würde gleichzeitig nachweisen, dafs 
jedesmal der folgende Tag in einer ebenso grofsen Zahl der Fälle 
Regen ergeben hat, als Sonnenschein, würde man auch dann nicht 
berechtigt sein, zu sagen: es ist ebenso wahrscheinlich, dafs meine 
Vorhersage guten Wetters zutrifft, als nicht? 

Was berechtigt uns zu dieser Aussage, von der wir überzeugt 
sind, dafs sie mit dem gewöhnlichen Denken der Menschen in Über- 
einstimmung sich befindet? Indem wir gewisse Beobachtungen 
über Temperatur, Barometerstand, Feuchtigkeitsgehalt der Luft, 
die Windrichtung anstellen liefsen, waren wir überzeugt, dafs alle 
diese Momente ebensoviele Bestimmungen abgaben für das Wetter 
von heute; dafs aber das Wetter von morgen in einem natürlichen 
Zusammenhang mit den Erscheinungen stehen müsse, welche von 
ihm abgelöst werden, lehrt eine einfache, auch dem Blödesten 
unumgängliche Überlegung. Jener Zusammenhang, dessen exakte 
Darstellung für uns unmöglich ist, hat in einer Reihe von Fällen 
Regen herbeigeführt, in einer andern, gleich grofsen Zahl seine 
Bedeutung in anderer Weise manifestiert. Für unser urteil liegt 
also in der Zahl der Regenfklle und der anderen Wettererscheinungen 
die einzige Begründung für ein Wahrscheinlichkeitsurteil, das nun, 
frei von allen Einzelerwägungen, lediglich darauf angewiesen ist, 
sich auf etwas Abzählbares zu stützen. Wie sich völlig von selbst 
versteht, müssen die Zahlen, die uns zur Richtschnur dienen, immer 
in irgend einer Weise legitimiert sein, die jeden vernünftigen Einwurf 
unmöglich macht. Es genügt nicht zu sagen, dafs unsere Un- 
kenntnis schlechthin das Wahrscheinlichkeitsurteil begründe. Wir 
wissen auch sicher, dafs kein Zusammenhang besteht, wenn wir in 
100 FäUen aus Vergeüslichkeit den Regenschirm zu Hause gelassen 
haben und in 50 davon ein Regenwetter uns unangenehm überrascht 
hat. Sollen wir dann aussagen : immer wenn wir ohne Regenschirm 
ausgehen, besteht die gleiche Wahrscheinlichkeit dafür, dafs es regnen 
wird oder nicht? 

Unser Beispiel anticipiert das, was man eine empirische 
Wahrscheinlichkeitsbestimmung nennt. Kein Wunder, daCs dabei 
kausale Beziehungen mit ins Spiel kamen. Nehmen wir ein anderes. 
Wenn man mit zwei Würfeln im Becher wirft, so kann der Fall 
10 Augen durch die Zahlenverbindungen 
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4+6, 6 + 5, Ü + 4 
aUo auf drei verschiedene Weisen, entstehen, wahrend sechs Augen, 
durch die Würfe 

1 + 5, 2 + 4, 3 + 3 

5 + 1, 4 + 2 
auf fünf verschiedene Weisen, getroffen werden können. Jeder- 
Qlana wird zugeben, das der zweite Fall wahrscheinlicher ist, als 
der erste. Ea ist auch ganz gleich, ob wir wUrfeln, oder ob Jemand 
die beiden Würfel ohne Wahl und ohne unser Vorwisaen irgendwohin 
gelegt hat, oder oh wir nach einer Zahl von zwei Stellen, in welchen 
nur die ersten sechs Ziffern stehen können, mit Rücksicht auf die 
Quersumme 10 oder 6 die Frage stellen. Aber wenn der Begriff 
der Wahrscheinlichkeit noch einen Sinn behalten soll, so mufa doch 
auf irgend eine Weise eine der Zahlen 46, 55, 64, 15, 51, 24, 42, 
33 durch Zählbares oder auch nur durch das Bild der Zahl mit 
Rücksicht auf jene Quersumme wirklieh hergestellt aein. Soll denn der 
Sinn des Urteils: der zweite Fall ist in jeder von den zu wählenden 
Aufgaben wahrscheinlicher ala der erste, nichta weiter besagen als : 
Es giebt mehr Ffllle einer zweizifFrigen Zahl von der Quersumme 6 
als von der Quersumme 10, wenn nur die Ziffern 1 bis 6 verwandt 
werden? Was soll dann noch dio Aussage der gröfseren Wahr- 
scheinlichkeit? 

Unsere Bemerkungen richten sich gegen die Auffassung, welche 
Stumpf in aller Entschiedenheit vertritt, einmal indem er Kritik 
anlegt an den „Ausgangspunkt" Laplaoes, der Erörterungen über die 
Unverbrüchlichkeit des Kausalgesetzes an die Spitze seines berühmten 
Essays stellt, andererseits indem er gelegentliche Äufserungen neuerer 
Philosophen mit seinem Urteil streift. Wir werden verschiedentlich 
Gelegenheit nehmen, una mit der wichtigen Publikation auseinander- 
setzen, und bemerken vorweg, dafs sie unter den neueren uns be- 
kannten Abhandlungen über denselben Gegenstand eine hervor- 
ragende Stelle einnimmt. Stumpf hat zweifellos recht, wenn er die 
Definition des mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs frei 
holten will von Erörterungen, die sich anf die Kausalität und unsere 
Stellung zu ihr beziehen, aber nicht, weil dieser Begriff „keinerlei 
Voraussetzungen oder Überzeugungen hinsichtlich der objektiven 
Welt einschliefat, insbesondere auch nicht die der Gültigkeit des 
Kausalgesetzes", sondern im Gegenteil, weil der Begriff der Wahr- 
Bcheinlichkeit diese Voraussetzungen samt und sonders enthält. Der 
Mathematik ist allerdings der Begriff der Kausalitilt so fremd wie 
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der von gut und böse, alier die Walirscbeinlichkeit setzt ibn i 
wendig voraus. Jene reine Intelligenz, die er setzt (S. 49) und (ibl 
eines von sechs im leeren Ramne achwebenden verschiedengeBtalte* 
Atomen eine Wahrsoheinlichkeitsnussage machen läfat, vermßgen i 
nicht zu kontrolieren. Aber, so fragen wir, welches Interesse ksl 
ein reiner Verstand haben, eine Frage nach der Wahrscheintichkl 
aufzuwerfen, dafs ein Atom, das mtifsig im Raum als eine Welt f 
sich schwebt, die Kugelfoi-m oder die des Tetraeders habe? N^ 
wohl, es sind im ganzen sechs solcher Atome vorhanden, 
Kugel und fünf Tetraeder. Wo hat der reine Verstand sein 
Begriff der Wahrscheinlichkeit her, wenn er schon zählen und i 
diese Daten geben lassen kann? Wir sind nur mit ein* 
in der Mathematik; mit dem andern stehen wir auf völlig reale^ 
bekanntem und vielfach durchgeackertem Boden. Was würde i 
von dem Begriffe des &eien Falles sagen, wenn man ihm nttvhsa 
dafs er keinerlei Voraussetzungen über ein Geschehen eotb 
8tchpp redet dem allgemeinen Gebrauch des mathematisch an Wal 
acheinlichkeitsbogriffs das Wort; weder die Zeit noch Einze 
oder Allgemeines sind imstande ihn vernünftigerweise eini 
schränken ; alles das ist sehr richtig und in vielen Beziehung^ 
eine Klärung gegenüber älteren und neueren Anschauungen. 
ist eben eine Spezialisierung des allgemeinen, dem alltftgUclM 
Denken entnommeneu BegriflFs, aber nur sofern die Gründe fUr 
Aussage in einer ganz besonderen Weise beschränkt werden, he| 
er sich aus dem allgemeinen Bezirk des Wahrscheinlichen hei 
So wenig in dieser Spezialisierung eine Einschränkung in jei 
Sinne liegt, welcher nur auf künftige Ereignisse oder auf ^j 
grofse Zahl von Fällen reebnet, so entschieden mufs betont werden, 
dafs alles, was uns sonst bestimmt bat, den allgemeinen Begriff ku 
bilden, auch in der Besonderheit ein Cbarakteristikum für ihn ab- 
geben mufs. Nach Stumpf verbleibt als allgemeines Merkmal i 
die Disjunktion, der meines Erachtene der Begriff „wnliracheinlid 
nicht entstammt, obwohl sie ihn im Einzelfalle im Verstände i 
zulOsen vermag; diese Disjunktion erfährt bei ihm eine Ud 
prägung, die dem Original täuschend ähnlich sieht. Für dtfl| 
im Wesen der ursprunglichen identischen Aussage haben ■ 
Etikette „wahrscheinlich" mit demselben Rocht, mit dem w 
einer Flasche kohlensäurehaltigen Wassers aufschreiben; „Sekt j 
Civil" oder warum nicbt „mathematischer Champagner"? 

Es bleibt eben nichts übrig als das Wort; das Wescai i 
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verfiUchtigt. Wat> hoU die WalirBcheinlichkeitüaussage einer 
inen Intelligenz? Ein Denkapparat, der nur die Fonnen, die 
von unserem Verstände abstrahiert Laben, aU eisernen Bestand 
■eprft sentiert, kann keine Aussage enthalten, der irgend ein Inhalt 
zukommt. Gleiehviel, wo wir etwas als wahrscheinlich aussagen 
und eine mathematiüche Charakteristik für möglich hallen, ist aber 
immer ein irgendwie geartetes Geschehen seine notwendige Voraus- 
setzung. Unsere Abstraktion bezieht sich nur auf ein Netz von 
Kausalitätsbeziehnngen, dessen Verknüpfung zu lösen wir unserem 
Verstände nicht zumuten dürfen, während uns in den Zahlen- 
verhsltniasen eine Richtachnur für das Urteil verbleibt, sofern die- 
selben an dem Geschehen, ob es in der Vergangenheit oder Zukunft 
liegt, irgendwie beteiligt zu denken sind. Die Zahl der Kugeln 
in der Urne ist allerdings nicht die causa efHiciens, aber in 
dem Gesamtvorgang des Ziehens einer Kugel, der sich nur schenia- 
tiech auf ein einfaches iSpie! von Ursache und Wirkung bringen 
liefse, haben auch die Kugeln und ihre Zahl einen Platz, der eben- 
so sehr den Erfolg bestimmt, als irgend welche Kräfte, die wir da 
setzen, wo wir ein Geschehen auf seine Ursachen zurückfuhren. Das 
ist keine mystische Abart der Kausalität, sondern eine vüUig natür- 
liche V erf ah rungs weise unseres Verstandos. Wenn ein Heer von 
100000 Mann einem Feinde von 10000 Mann gegenübersteht, so 
Italien wir den Sieg der Übermacht, auch wo wir über die für daa 
Urteil mafsgebenden Einzeiverhältnisse gar nichts wissen, für wahr- 
teinlich, und es wäre sehr einfach, auch hier eine mathematische 
'ahracheinlichkeit eigener Art für den Erfolg zu konstruieren und 
SU definieren, wie es ja auch thatsächlich geschieht, wenn jemand 
auf jene Daten eine Wette von 10 : 1 proponiert. Enthält nun ein 
solches Urteil, das in der Form völlig mathematisch wäre, keinerlei 
Voraussetzungen über die wirkliche Welt? Wo ist denn die Grenze 
zwischen reiner und angewandter Mathematik zu suchen, wenn die 
mathematische Wahrscheinlichkeit zu der ersteren in irgend einer 
Weise gerechnet werden soll? Für die reine Intelligenz wie auch für 
den gesunden Verstand, wäre es ein Luxus, anstatt zu sagen : „Dies 
ist eines von 6 Atomen, die mich zu einer bestimmten Disjunktion 
veranlassen, die Behauptung aufzustellen; Es ist ^ wahrscheinlich 
dies and | jenes, wenn nicht damit behauptet werden soll: Diese 
Stelle konnte eher von einem der f ü n f Tetraeder ausgefilllt werden, 
weil aie nur mit einer Kugel in gleichberechtigter Konkurrenz sich 
befonden haben. Was soll sonst die ganze Wahrscheinlichkeiteaus- 
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Bage? Zum Abzählen braucht man sie doch nicht. Wo ist in der 
reinen Mathematik eine Methode, die dem Verfiihre& entspricht? 
Welcher Mathematiker würde wohl sagen: Diese Kurve kann eine 
Ellipse, Hyperbel oder eine Parabel sein, also ist die Wahrschein- 
lichkeit für eine jede ^? Er würde die Natur der Aufgabe zu 
prüfen haben; versagen aber alle Mittel, findet sich wirklich kein 
Anhalt, der für die eine oder andere Gestalt der Kurve spricht, so 
würde er aus Gründen der Mathematik sicherlich die formelle 
Modifikation des Urteils nicht vollziehen, wenn nicht ein prak- 
tiMches oder aufserhalb liegendes theoretisches Interesse dazu auf- 
forderte. Aber angenommen, er wäre so genötigt, eine Wahrschein- 
lichkeitsaussage zu machen, was kann ihn bewogen haben, eine der 
drei Möglichkeiten zu statuieren? Angenommen femer, das ganze 
Problem wäre auf rein mathematischem Boden erwachsen, was sehr 
unwahrscheinlich ist: wären nicht bei dem Mathematiker voraus- 
zusetzen „alle Überzeugungen" über die Gültigkeit der math^ooati- 
schen Gesetze selbst ? Aber Jedermann wird zugestehen, dafs diese 
Art der Betrachtung der Geometrie nicht nur ebenso fremd wie 
die ethischen Begriffe, sondern auch völlig ihrem ganzen Charakter 
zuwider ist Nicht für die mathematische Untersuchung, welche 
die Krücke der Wahrscheinlichkeit nicht gebraucht und, wo sie 
im Unklaren ist, sie geradezu verschmäht, ist die Wahrscheinlich- 
keit da, sondern die mathematischen Methoden sind fiir die Wahr- 
scheinlichkeit vorhanden, sofern uns ein Zweifel über einen That- 
bostand, ein Verhalten und Gesehehen beigeht, und der Gegenstand 
der Aussage eine Abzahlung der Gründe dafbr und dawider ex 
natura sui generis zuläfst, 

Oder irre ich mich ? Die Primzahlen sind bis zu einer Milliarde 
etwa gezählt Wenn nun Jemand sagte : auf Grund dieser bestimmten 
Zählung ist die Wahrscheinlichkeit iUr irgend eine Zahl des darauf 
folgenden, ebenso grofson Zahlenraums, dieser bestimmte Quotient — 
halt! würde der Mathematiker sagen, was berechtigt dich zu dieser 
Bestimmung? loh woüm ganz und gar nichts über die spätere 
Frequenz. Ist auoit alloH btTtloksiohtigt, was aus der ersten be- 
kannten Reihe i)lr dio folgende hervorgeht? Und wenn das auch 
wäre, so würde der MatiuMuatikor keinerlei weitere Schlüsse auf 
solchen Quotienten wagtMK K.n widomtrebt diese Art der Betrach- 
tung der Mathematik vollständig. Alloixlings bietet z. B. die Theorie 
der Zahlen fUr den MntiuMuatikor ein Gebiet« auf dem er von der 
Katurwissenschaft das VorfaimMi der vorläufigen Induktion, wie 
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die Herleitung einer allgemeinen Regel aus Einzelbetraelitungeii 
nennen könnte, deren Zusammenhang man noch nicht begrUnden 
kann. Auffallende ÜbereinBtimmungen, die sich ohne ersichtlichen 
tiisammenhang dem Blick bieten , legen oft die Vermutung nahe, 

sieb allgemeine Beziehungen in ihnen spezialisiert finden. Man 
iQ auf sie autinerksam machen, aber ohne Beweis bleibt die aus- 
geaprochene Vermutung wertlos. Wenn die Zahl der „beobachteten 
Fälle" sehr grofs ist, so wird auch der Mathematiker sagen, dafs ein 
allgemeines Gesetz wahrscheinlich sei. Aber was berechtigt zu der 
Meinung? Doch nur die Antiicht, dafs ein Spiel des Zufalls hier 
ganz ausgeschlossen sei, und dafs feste Gesetze i'egieren, die sieb 
im individuellen Falle ähnlich offenbaren, wie irgend ein Naturgesetz, 
das wir durch einen einzigen, vorsichtig gemachten Versuch fest- 
stellen. Fekuat sah, dafs die Zahlen 

2'+], 2»+!, 2'+I, 2* + l, 2"+l 
Primzahlen sind, und behauptete, dafs alle anderen Zahlen von 
der Form 2-"' + l ea ebenfalls sind. Eüler zeigte nun, dafs 2*' + l 
gegen diese Annahme aus zwei Faktoren sich zusammensetzen läfst. 
Aber wahrscheinlich war ftir den Mathematiker Febmat die Be- 
hauptung, 80 wahrscheinlich, dafs er sie ftir sicher hielt, und doch 
würde die Disjunktion mit ihren unendlich vielen Gliedern, auch 
wenn wir die 5 ersten Primzahlen von der Form 2^ -f-1 in Bezug 
auf den Wert für das Urteil noch so hoch einschätzen, eine mini- 
male Wahrscheinlichkeit für den allgemeinen Satz ergeben. 

Wären solche urteile nicht völlig fruchtlos, so könnte man sich 
versucht fühlen, für diesen besonderen Fall der Wahrscheinlich- 
kettsaussage den Begriff der „mathematischen Wahrscheinlichkeit 
im eigentlichen Sinne" einzuführen. Das Beispiel scheint mir hin- 
reldiend zu beweisen, dafs jede Verwendung des Begriffes durchaus 
von der Natur der Disziplin abhängt, in der wir ihn anwenden. Was 
bedeutet es anders, wenn In neuerer Zeit von „statistischer" Wahr- 
scheinlichkeit gesprochen und dieser terminus für den Gebrauch 
vorgeschlagen wird, weil man aus den Auseinandersetzungen mit 
der Mathematik nicht herauskommen kann? Eine reine, schlechthin 
logische Wahrscheinlichkeit kann es nicht geben, denn immer ist 
eine Kenntnis vorauszusetzen, die nicht inhaltslos sein kann, and ein 
irgend wie geartetes Interesse, das uns nötigt, unter verschiedenen 
Urteilen eine Wertung herzustellen, die diese entweder alle als gleich- 
berechtigt oder als von verschiedenem, mehr oder minder genau an- 
gebbarem Wert für eine Entscheidung des Urteils erscheinen läfst. 



so 
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Eine matlicma tische Wahrscheinlichkeit, deren Urteilsfoi 
wie ein besondercB logischem Schema dem Veratande voracbwebtc, 
giebt es also überhaupt nicht. Was an ihr logisch ist, entspricht den 
allgemeinen Anforderungen ; sie mut begrllndet sein, wie jede andi 
auch. Die Formen reichen nicht aus, uns den Begriff zu verschafft 
wie das Urteil: S ist P uns nicht sagt, dafa ein Pferd ein Säugeti« 
ist. Das Formale Hegt hei jeder Art, die Dinge zu beurteilen, im Be- 
griff, in der Anschauung und in ihrer Verknüpfung; es ist dasselbe 
fUr die WahrBcbeinliehkeitBausaage wie fWr jede andere. Dem matlie- 
mattscben Urteile ist nur eigen, dal» wir in unseren Aussagen 
auf Gröfsenverhältnisse beschränken; wofern wir es anwenden, i 
es auch gestattet sein, von allem abzusehen, was wir toi 
Prädikat ausechliersen. Aber damit ist nicht gesagt, dafs 
irgend einer Wissensmaterie, indem wir uns auf malhemalii 
Anssagen beschränken, die Voraussetzungen über Bord werft 
welche eben sie immer verlangt. Wir hatten betont, dafs eine j«de 
Wahrscheinlichkeitsaussage alle Voraussetzungen nötig hat, die im 
Erkennen überhaupt enthalten sind. Dafs zu diesen die OUltigkeit 
des Kausal itfltsgesetzes notwendig gehört, seheint uns unumsttirsUch. 
Die Mathematik führt in ihrem Bereich nirgends auf kauaale Be- 
ziehungen; sie ist in der That auch denkbar, ohne dafs Kausalität 
überhaupt herrscht, obwohl man sich ja nicht vorzustellen Yer- 
mag, was Überhaupt irgend welclie Erkenntnis zu bedeuten hätte, venu 
das Kausalitätsprinzip ungültig wäre. Genug, dafs die Kaosalitftts- 
beziehungen auf dem durch unsere Abstraktion isolierten mathe- 
matischen Gebiete nicht anzutreffen sind, wird uns Uberzengeo 
müssen, dafs von Wahrscheinlichkeitsurteilen in dem Lehrgisbfttida 
der Mathematik selbst auch nicht entfernt die Rede sein kano, 
wir solche auch in der formalen Logik selbst nicht suchen di 

Dafs die Zahl 7 durch 2 verschiedene ganzzahlige Summandi 
dreimal herstellbar ist, die 6 nur zweimal, ist eine mathematii 
Thataache. Von Wahrscheinlichkeit, und zwar gröfserer Wahrschati 
lichkeit, der Zahl 7 aU 8umme zweier Zahlen zu reden, hat 
der Mathematiker keinerlei Bedürfnis, wenn nicht die äumme auf 
irgend eine Weise realiter hergestellt werden soll, wie etwa, wenn 
aus einer Anzahl von Karten, die der Reihe nach die Ziffern 

1. 2, 3, 4, 5, 6 
tragen, zweimal frezogen werden soll. Wird dann die Frage nach 
der Wafarschoinlichkctt der Summe 7 aufgeworfen, so vre 
jiuch KausaliUltiibeziulinngen zu envOgen sein, sei es, dafs ich 
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Voklicb aie veransclilage, oder dafs ich nacli Lage des Falles den 
Verjiicht ausepreche, aie zu berücksichtigen. Wir bemerken das 
ausdrücklich, weil man heutzutage hin und wieder die beiden ganz 
verschiedenen Frngen konf'undiert, so dafs, was lediglich mathe- 
matische Zählarheit, wenn auch auf Grund noch so feiner kem- 
binatorischer Methoden, ist, als ein Resultat von Wah räche inli ch- 

^Kkeitsbetrachtungen erscheint. 

^^ Der Begriff der Wahrscheinlichkeit hat den der Möglichkeit 

^Hn seiner Voraussetzung. W'er im gewöhnlictien Gebrauch das 
"Wort wahrscheinlich anwendet, gleichviel, ob er von geringer oder 
grofser Wahrscheinlichkeit redet, will damit immer zugleich die 
Möglichkeit seiner Aussage behaupten. Ja, streng genommen, wenn 
wir von irgend einem Urteil aussprechen, dala es ganz und gar 
keine Wahrscheinlichkeit habe, so läfst unser Sprachgebrauch noch 
immer zu, dafs es wohl möglich sei. Was ist nun möglich? Zu- 

^^Awfiend und dem wissenschaftlichen Sprach geh raucli durchaus ge- 

^^■äTs „postuliert" Kant: 

^P „Was mit den formalen Bedingungen der Erfahrung (der 

Anschauung und den Begriffen nach) übereinkommt, ist möglich." 
Ausgeschlossen wird durch diese Detinition das nur Denkmög- 
liche, das logische Widersprüche zwar nicht aufweist, aber nirgends 
in der Erfahrung angetroffen werden kann. Dafs in der Natur 
geistige Ursachen mitwirken oder allein wirken, ist ein möglicher 
Gedanke; nichts berechtigt uns aber, ihn in dem Sinne auszusprechen, 
dafs wir Jemals In unserem theoretischen Erkennen jene geistigen 
Ursachen, wenn sie wirksam sind, vorfinden werden, oder auch nur 
uns diese Fähigkeit zuzusprechen. Das logisch Mögliche reicht 
nicht aus, ein Wah rsch ei olichkeits urteil zu begründen. Für dieses 
würde man immer Stützen haben müaaea, die — logisch unumatöfs' 

^Jicb — auch auf dem Boden der Erfahrung ruhen. 

^K| Jemand könnte, weil er die KANTsche Auflösung der Antinomien 

^^Btht zuzugeben gewillt, aber die Beweise für die Thesen und Anti- 

^Hmen nicht zu widerlegen imstande ist, sagen : es ist ebenso wahr- 
scheinlich, dafs die W'elt unendlich ist, als dafs sie es nicht ist. Ich weifs 
nicht, was mit einem solchen Urteile gewonnen wäre, und wer ein 
Interesse daran hatte. In der Erkenntnis bringt diese Aussage keinen 
Schritt weiter, und die praktischen Gesichtspunkte, welche für die 
eine Alternative jener Disjunktionen sprechen, können das Gleich- 
gewicht niemals verändern. Religiöse Anschauungen lassen sich auf 
Wahrscbeinlichkeitabetrachtungen nicht gründen, und wenn die matte- 



;H# wuith^matische Wahrscheinlidikeit 

. Y^-^i^^)i^inliohkeit den Anspruch eines wissenschaftlichen 

**** T .jj j^ ^r))<^^^« *^ verlangen wir von ihr, dsSa sie eine Station 

. ^j^ tiirklioh auf dem Wege zur vollständigen Eirkenntnis 



H'ht A^^^ ^^ ^^^ Lüften der aussichtslosen Spekulation 



<*chwobt 



vch' hfA^^ hf^hauptet, dafs die Wahrscheinlichkeitsaoasage alle 

\T ?tw*trfHnS^** tnnor jeden Erkenntnis mit sich ftlhren mufs, 

'\**ii^'^ M^^lnon, hierin auch mit Stumpf, der sich überaus vor- 

;,v^* j^Vr»«bM'iolit| übereinkommen zu können, da er sicherlich 

^,K^^^ wmaIi dal« wenigstens die Disjunktion, die zur Wahr- 

^^1 ,u.iJV^>kv*it*»HUHHiigo den Anlafs giebt, jenen Voraussetzungen ent- 

..,,^^.Vvu \\\\\i)i. Auch er will da, wo unsere Kenntnis eine Dis- 

»^tlyuMU \\\^v nWigUcherweise vorhandenen Ursachen gestattet, und 

Ui^iali. Wi» kausale Kenntnisse die Disjunktion gleichsam zu 

\.<iujäi^^^vu( hötiKc^u, die Ursachen berücksichtigt wissen. Indessen 

.1 tii oi H(iH Mtiinor bereits wiedergegebenen Ansicht die äulsersten 

ly«ui40i|U\Mi»«m. „Indem Laplace in seiner Einleitung von der Un- 

X . i liUU'Uliohkoit des Kausalgesetzes und unserem unbedingten 

Ulcuikinu UH (liiHselbe ausgeht, hat er einen vielleicht didaktisch 

ln.nmuiii»ii, ttbor für seine Definition nicht unumgänglichen Aus- 

j^.uiMupiiukt K^^^'^l^lt," heifst es bei Stumpf. Soweit könnten wir 

liiU iluii goli«n, wenn wir auch die „didaktische Bequemlichkeit* 

uui iiii rtimiH der Unvollständigkeit auffassen würden. Die Betonung 

iliio KuiittttiKtwctzes legt die Frage nach allen Gesetzen unseres Vei> 

*iUuhIm>* null«. Diese eine Abstraktion wäre zu ergänzen gewesen, 

\[\M\i\ in jüder mit dem Anspruch auf Anerkennung ausgehenden 

Atini'i^tf*' haben sich sämtliche Vorbedingungen der Erkenntnis wie 

iliii »Strahlen im Focus der Linse zu vereinigen. Es ist ein ganz 

ullljDiuriniir Mangel der philosophischen Randbemerkungen in 

VVulu'Hi'lM^inlicIikcitsbetrachtungen, dafs sie uns eine Erkenntnis ver- 

luiUolh möchten, zu der einige plausible Festsetzungen den Unter- 

gniiitl liHrMttiUon sollen. Man gewinnt fast den Eindruck, als ob 

luuu (i()ii ganzen Bau der Erkenntnis durch einen zierlichen, zum 

antritt üinladondcn Pavillon entlasten wollte, ein Spielzimmer 

iiubuu dem Wirtschaftsgebäude. 

Htumpf begnügt sich aber mit den citierten Worten nicht; er 
güht weiter und giebt ])rinzipiell auch Wahrscheinlichkeitsaussagen 
zu, die sich auf das Kausalgesetz selbst und seine Gültigkeit be- 
aieben. Indem er so „ditjenigen Philosophen, die das Kausalgesetz 
lelblt Air wahrscheinlich (sei '^ '^-^oh unendlich wahrscheinlich) an- 
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Beben*, von der Absurdität eines offenbaren Zirkels freispricht, 
setzt er die ganze Disziplin ebenfalls vor die Thtlr. 

Nach Stumpf wären von jenem Standpunkte alle Wahrschein- 
licbkeitsergebniase , die das Eautialgesetz bedingen, noch mit der 
Wahrscheinlichkeit des Kausalgesetzes zu multiplizieren. Die Feinheit 
dieses Gedankens wird durch den gewöhnlichen Verstand schwer 
erfafsL Vielleicht kann ein Beispie) nützlich sein. Jedermann 
meint, dafs der Zug einer Eisenbahn durch den Dampf in Be- 
wegung gesetzt und gehalten werde. Da aber das Kausalitfttsgesetz 

nur die Wahrscheinlichkeit — nehmen wir 0,999999 hat, 

80 ist es immerhin möglich, dafs hier noch andere, nicht kausale 
Momente mitwirken. Unendlich gering ist zwar nach dieser ex- 
tremen Schätzung die Wahrscheinlichkeit, aber ausgeschlossen ist 
die Möglichkeit eines Wunders, das nicht kausal bedingt ist, und 
das immer eintritt, wo Lokomotiven gebaut und in Thätigkeit 
gesetzt werden, doch nicht. Stumpf selbst ist vom KausalitStsgesetz 
und seiner allgemeinen Geltung überzeugt, aber die es nicht voll 
^ und ganz anerkennen, sind IHr ihn doch nicht auf logischen Abwegen. 
^■riFon dem Zirkel, den sie anscheinend begehen, spricht er sie frei. 
^V Der Begriff der Wahrscheinlichkeit hängt an dem der Gewifs- 
^^wnt Wie kunn es irgend eine Qewifsheit geben, wenn die Kausalität 
^^Bb Zweifel zu ziehen i»t? Das vermögen wir weder einzusehen, 
^^noeh mit irgend eiaem Sinne zu verbinden. Selbst die absolute 
Skepsis, wenn sie nicht zu einem wissenschaftlichen laisser faire 
führen soll, hat die Begriffe „Gewifsheit" und , Wahrscheinlichkeit" 
nötig, und wenn sie nicht die auf Erkenntnis gerichtete Thätigkeit aU 
völlig unsicher verbieten soll, so mufs sie jene Begriffe verwenden, 
weil sie immer sich so verhalten mulJ, als ob es ein sicheres Wissen 
gäbe. Wie man jener vorgeschriebenen Multiplikation mit der Wahr- 
scheinlichkeit des Kausalgesetzes zu genügen hat, wie Wahrschein- 
lichkeiten überhaupt abschätzbar sind, ohne daCs eine Disjunktion, 
sei es unmittelbar oder eben auf Grund von zahlenmfil'sig ge- 
ordneten Erfahrungen, vorliegt, das vermögen wir niclit zu sagen. 
Im Wesentlichen zutreffend heifst ea bei Lotze (Logik S. 429j : 
„Die Richtigkeit spezieller Gesetze, die sich auf eine Gruppe von 
Thatsachen beschränken, deren Nichtdasein selbst ebenso denkbar 
ist, als ihr Dasein, lälst sich, wie wir noch sehen werden, durch 
Rechnung prüfen, aber es giebt keinen zulässigen Ansatz, von dem 
aus man die Richtigkeit des Gesetzes der Identität oder des dis- 
junktiven Lehrsatzes mehr oder minder wahrscheinlich finden kannte; 
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die einfachste Bestimmung jeder WahrsclieinlichkeitsgröCw setBt ¥ 
aus, dafa eine Disjunktion aller möglichen Fälle gegeben, dab j« 
von diesen mit eich selbst identisch und nicht gleich einem andei^ 
dafs endlich durch jeden alle übrigen ausgoGcldossen seien. 
kann also immer nur die Wahrscheinlichkeit eines Ereigniöses od« 
eines Zustande» oder einer Reihe von Begebenheiten prüfen, unie 
der Voraussetzung, dafs dieser fragliche Inhalt Bestandteil i 
Welt sei, in der es allgemeine Gesetze giebt, nach denen sid 
Wahrheit von Unwahrheit, Möglichkeit von Unmöglichkeit, Leichtt^^ 
keit eines Erfolges von Schwierigkeit desselben unterscheidet. Di« 
ist jedoch nicht die einzige Beechritnkung ; die WahrscheinliehkeitB- 
rechnung darf den Gegenstand ihrer Frage als nicht blofa denkbar 
schlechthin betrachten, sondern mufs das Vorhandensein von Be- 
dingungen voraussetzen, welche überhaupt die Kotwendigkdt der 
Verwirklichung eines der disjungierten Fälle mit Ausschlags dar 
anderen begründen; es mufa immer, um in der Sprache 
Formeln zu reden, eine Gewifsheit ;= 1 geben, welche die Sui 
aller Wahrscheinlichkeiten der denkbaren Einzelteile ist." 

Die theoretischen Wetten noch um eine t^r das Kausalgec 
zu vermehren, ist ein Weg, den man nicht betreten sollte. Od€f 
sollen wir auch nach der Wahrscheinlichkeit fragen, daf« die Wal 
scheinlichkeitsrechnung selbst streng gtdtig ist? Wir kamen f 
dem Multiplizieren nicht heraus und müfston den scherzhaften . 
Spruch PoissoTs: 

„Apr^ avoir calcul4 la probabüit^ d'uno erreur, U fkudi 
calculer la probabilitö d'une erreur dans le calcul" 
tausendfach überbieten, wenn sich nicht etwa ein Genie findi 
einen allgemeinen Unsicherheitsfaktor ein- für allemal auszuwerten. 
Stumpf wendet sich gegen einen Ausspruch von 0. LiBBiun, 
den wir hier ebenfalls wiedergeben wollen: 

„Wer ausgerechnet hat, dafa beim Ziehen aus einer verdeckten 
Urne, welche w weihe und s schwarze Kugeln enthält, di« Wahr- 
scheinlichkeit, im einzelnen Falle weifs zu ziehen, = — ist, 

setBt oben schon voraus, dafs nicht durch ein Zauberkanatattl 
oder ein Wunder die Anzahl der Kugeln unter der Hand vfll 
mehrt oder vermindert werde. Das heifst: er setzt objektiM 
Gültigkeit des Kausalprinzips voraus- (Klimax der Theorien S. 9H 
Dafa ein Zauberkuii^t^tUik .las K.iusalgcaetz nicht zu duM 
brechen brauchte, kann nijui Sumii -^n^-iben, obwohl ja 1 
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r onzweifeUiaft das Wort im Sinne eines unmöglichen Vorgangs 
gebraucht hat. Was L. sagen will, ist doch, dafs ohne Ursache 
das Verhältnis und die Zahl der Kugeln nicht zu verttndem ist, 
und dafs eben darum, wie Stumpf eagen würde, jene Wahrscheinlich- 
keit „die zeitloäe, logische Konsequenz" eben jenes Mischungsverhält- 
nisses ist. Wenn „nicht das Kausalgesetz, sondern das der Identität 
verlaugt, dafa ich das im Problem begebene nicht auch als nicht 
gegeben ansehe", so liefse sich fragen; Was garantiert uns denn 
diese Identität in der wirklichen Welt, von der wir eine Aussage 
machen, wenn nicht das Kausalitätsgesetz ? Likbhann will ja offen- 
bar nichts anderes mit seiner Bemerkung als die unausgesprochenen 
Voraussetzungen zum BewuTstsein bringen und das genau in dem 
^^Sinae, in welchem wir z, B. bei Stukpp selbst zwei Seiten vorher 
H»en (8. 51): 

^H „Ist mir nicht gegeben, dafs ein Würfel gefallen ist {oder 

^K fallen wird), sondern dafs er geworfen ist (oder werden wird), 
^H Bo kann ich nur dann behaupten, dal's das Fallen einer WUrfel- 
^H Seite j wahrscheinlich ist, wenn ich voraussetze, dafs der geworfene 
Körper Überhaupt zu Boden fällt und nicht etwa in der Luft 
hängen bleibt oder sich in nichts auflöst. Dann allein weifs 
^^ ich, dafs einer von den 6 verschiedenen Fällen eintritt" 
^B Dafs uns das Kausalgesetz vielfach nicht weiter hilft, geben 
^■Mir in viel allgemeinerer Fassung zu. Es hilft nie weiter, sondern 
^^ea ist eine Bedingung der Erkenntnis überhaupt, und wenn von 
Kant irgend etwas Zutreffendes behauptet sein sollte, so ist es die 
„transscendentale" Bedeutung der logischen Funktionen, Sie helfen 
uns so wenig wie die Kanonen der moderneu Artillerie. Aber 
wenn diese schiefsen, oder sagen wir, existieren will, so sind doch 
neben manchem andern wohl auch Kanonen nötig. Wer sich nicht 
auf das Kausalitätsgesetz verlassen wollte, der müfste auch für 
möglich halten, dafs er aus einer verdeckten leeren Urne, in die 
er soeben eine weifse Kugel gelegt hat, irgend etwas anderes heraus- 
nehmen könnte. Er dürfte flir die weifse Kugel nicht die Wahr- 
scheinlichkeit 1 aussprechen, sondern müfste nach Stühff irgend 
einen Bruch, der sich nach Multiplikation mit der „Wahrscheinlich- 
keit des Kausalgesetzes'" ergeben würde, ansetzen. Wir befürchten, 
dafs bei einer solchen Anschauungsweise nicht blofs die Wahrschein- 
liobkeitsrechnung , sondern auch eine jede sichere Erkenntnis in 
i Brüche ginge. 

diesen Vorbemerkungen wollen wir versuchen, zu einer 
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Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit zu gelangen. 
Insofern es sich dabei um den Begriff des gewöhnlichen Verstandes 
handelt, wird es sich fragen, inwiefern seine Graduierung lediglich 
Sache der Übereinkunft ist, und ob diese, wenn getroffen, imstande 
ist, eine objektive Beurteilung der Erkenntnisgegenstände zu 
geben, ob femer auch eben diese Graduierung eine Verwertung 
des zugrundeliegenden sicheren Wissens zuläCst, und welches 
praktische Interesse die Anwendung des Begriffes mit sich ftihrt. 

Die Mathematik verlangt GröDsenbeziehungen, die Wahr- 
scheinlichkeit Gründe. Waren diese Gründe im allgemeinen nicht 
exakt wägbar und daher auch nicht für eine Rechnung zu verwerten, so 
werden wir auf Einschränkungen gefafst sein müssen, indem wir aus 
dem allgemeinen Begriff der Wahrscheinlichkeit den der mathemati- 
schen herausheben. Der Zweifel, durch unvollständige Kenntnis be- 
dingt, läfst sich immer in einem disjunktiven Urteil aussprechen, das 
eine sichere Erkenntnis imifafst Von den verschiedenen Formen der 
Aussage — ob sie hypothetisch, kategorisch oder assertorisch ist — 
können wir hier absehen ; sie sind für die Disziplin ganz unwesent- 
lich. Man kann die Beispiele nach Willkür in eine dieser Formen 
bringen, die von allgemeinster Bedeutung und daher unwesentlich 
sind. Die Beispiele, die zur Illustration gegeben werden, sind 
natürlich immer hypothetisch, ohne dafs sie diesen Charakter in 
der Form zum Ausdruck bringen müfsten. Sie setzen einen be- 
stimmten Thatbestand und verlangen, dafs er behandelt werde, als 
wenn er wirklich wäre. 

Eine weitere Vorbemerkung erscheint nicht unwichtig. Wo 
auch mathematische Betrachtung in einer Disziplin Platz greift, 
hat man sich immer gegenwärtig zu halten, dafs Konstruktion 
und Berechnung auf Voraussetzungen beruhen, die eine Ab- 
weichung von der Wirklichkeit nicht völlig ausschliefsen , viel- 
leicht sogar sie notwendig bedingen. Der „schädliche Raum", 
welcher hier ideale Verhältnisse von denjenigen der Objekte mehr 
oder minder zu unterscheiden gebietet, wird ein- für allemal zuzu- 
gestehen sein. Ein Vortrag über mathematische Physik z. B. würde 
keinen Schritt vorwärts gehen können, wenn er immer wieder auf 
jene Kluft hinweisen wollte, die übrigens auch zwischen den Be- 
griffen und den Gegenständen, auf die sie bezogen werden, sich auf- 
thut, wenn man schärfer vergleicht. Giebt es auch unter den Dingen 
eine absolute Gleichheit nicht, und kann sie nicht bestehen, so wird 
doch weder Theorie noch Praxis davon zurückgehalten, eine V«r» 
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tretbarkeit unter ihnen zur Grundlage unseres SclüiefseDB und 
Verhaltens anzunehmen. Das gilt auch dann, wenn wir Über ge- 
wisBC Arten des Geschehens zu urteilen haben. In den Beispielen 
ist ein Griff in die Urne jedem andern gleichzusetzen, wie eine 
jede Kugel, sofern wir ihr mit allen übrigen dieselben Merkmale 
beimessen, sich für uns von keiner anderen unterscheidbar zeigt. 
Für die Herleitung der Wahrecheinliehkeitsrechnung, ihrer Begriffe 
und Operationen hat man sich immer einer Reihe von Schematen 
bedient, die in Ziehungen aus Urnen, dem Würfelspiel, dem Lotto, 
überhaupt in Hasardspielen fast erschöpfend gekennzeichnet sind. 
Charakteristisch erscheint mir dabei, dafs man sich in den Lehr- 
büchent nicht mit der Kombination mathematischer Elemente hat 
gentigen lassen, und wo es, wie bei MutvsB. geschieht, die einzelnen 
Fälle durch verbale Wendungen sinnenfftllig gemacht werden'). 
Die Disjunktion beliebiger, durch Buchstaben vertretener Elemente, 
mag doch nach allgemeiner E^plindung — es ist meines Wissens 
nirgends ausdrücklich ausgesprochen — nicht ausgereicht haben, 
einen Angriffspunkt für die Wahrscheinlichkeitsaussage, die immer 
ein theoretisches oder praktisches Interesse voraussetzt, zu bieten. 

Bereits früher wurde bemerkt, dafs in den GrenzfUUen sich die 
mathematisch bestimmte Wahrscheinlichkeit mit der des gewöhn- 
lichen Verstandes völlig deckt. Aus einer Urne, in der sich nur 
weÜse Kugeln vorfinden, kann keine anders geillrbte entnommen 
'jv^^en, und wenn eine gezogen wird, so hin ich des Resultats einer 

len Kugel ira voraus gewifs. Auf die Frage nach dem Zug einer 
bwarzen Kugel wäre hier also die Wahrscheinlichkeit absolut 
so dafs sich die einzige , negative" Oröfse, die Null, als 
mathematische Bestimmung von selbst bietet. Die in der Mathematik 
als negativ bezeichneten Gröfsen sind ja, wie Kant gelehrt hat, im 
wesentlichen als privative definiert, indem sie nicht blofa verneinen, 
sondern auch berauben. Die Null ist ein Granzbegriff; sie wird, wie 
zu vermuten ist, auch eine reinliche Scheidung bewirken zwischen 
dem, was noch in das Gebiet der Wahrscheinlichkeit gehört, und was 
■weder als wahrscheinlich noch als möglich anzusehen ist. In das Gebiet 
der realen Miiglichkeit gehört nur, was erkannt werden kann. Die Null 
ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Ausdruck für die Unmög- 
lichkeit; was darüber liegt, mufs unter allen Umständen noch eine 
•fi fiir ein wirkliches Geschehen, gehöre es der Vergangen- 
iwart oder Zukunft an, abgeben können. Dafs beim 

KK, Gcäch. d. Math. IIL Bd. S. 343. 






58 Die malhenmtiathe WahrscheuiMtktit. 

Spiel lOOmal nacheinander Kopf oder Schrift geworfen 

aehr UDwahrsi-heinlich , so unwahrscheinlich, dafs wir es nicht i^J 

glauben brauchen, wenn es uns berichtet wird. Aber uomSgl 

ist es nicht Auch wer keine Vorstellung davon hat, dafs < 

die Zahl, welche die Wahrscheinlichkeitsrechnung f\ir diese Evi 

tualität in dem kurzen Ausdruck „-,-55 bereit hält, gar nicht voi 

zustellen vermag, sieht die überaus minimale Wahrscheinlichkeit ein, 
aber er brauchte nicht an Wunder zu glauben, wenn das Unwahr- 
scheinliche eingetreten wäre. Es hat auch keinen Wert, biertiber 
zu streiten. Die prinzipieUe Frage kann unsere Pflicht, mit wissen- 
schaftlichem Skeptizismus etwaigen ähnlichen Überlieferungen ent- 
gegenzutreten, ganz und gar nicht borllhren. Aber ihre Entschei- 
dung kann uns doch vorsichtig und kritisch machen gegenüber 
jenen Versuchen aus älterer und neuerer Zeit, aus einer sehr geringen 
Wahrscheinlichkeit auf die Unmöglichkeit zu scbliefsen. Nach be- 
rühmten Mustern ist im letzten Jahrzehnt von einem Mathematiker, 
der sich auf den Standpunkt seiner Vor-Vorfahren stellte, bewiesen 
worden, dafs seine eigene Existenz doch nur eine minimale Wahr- 
scheinlichkeit innerhalb der natürlichen Kausalität habe, so dafs er 
eine höhere und zugleich auch die Unsterblichkeit seiner Seele g 
behaupten berechtigt sei'). Die Unermelslichkett der Aufgs 
welche uns die Welt stellt, in der wir leben und vergehen, 
Langwi engkeit und Beschwerlichkeit des Weges naturwiaseiucl 

') Cabl Pipu: Ein mathematischer Beweis der Uneterbliobkttt .1 
MeüHchen- Lemgo. 

Es ist B(^hwierig, den Gedankenguiig des Verfassers kurz wiedonrageiM 
Seine eigenen Worte lauten so: „Aus der Annahme, dafs k'h nur ebie t 
liehe Zeit lebe, würde die That?ache, dafs mein Leben gerade ia die Qeg 
wart fällt, nur mittelst einer unendlich geringen Wahrscheinlichkeit l 
gehen." Diese berechnet er im BewuTsteein, dafs sie viel geringer Bei, indem 
er sich 3400 Jahre zurückversetzt, auf 

1 1 

2"8 10384 ÖM717 069655 658060 982658 440192 
indem er zugleich daraas schliefst, dafs die berücksichtigten Umstünde den 
merkwürdigen Zufiall seiner Ezistene in seiner Zeit meht xu erkl&ren ver> 
mCchten, so dafs sich seine Existenz zu jeder Zeit mit swingender Notwen 
keit ergeben müsse. 

Man braucht dem guten Glauben des Verfansers nicht tu nahe 11 
vorerst alles natürliche Geschehen in Zufall verwandelt, nin das Woi 
L der Welt als ein Wunder ;iu sehen. Aber ist dazu erst üne SpnimCl 
I Zahlen erforderlich? 
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lieber und historiscLer Forschung gegenüber der Behendigkeit 
unserer Gedanken verleitet immer wieder dazu, ein Sprungbrett aus 
nur scheinbar solidem Material herzustellen, auf dem man sich von 
dem Boden empirischer Forschung in die Lüfte der Spekulation 
erheben möchte. Demgegenüber und im besonderen gegenüber 
den Versuchen Eduard von Habtmannh, aus minimalen Wahrschein- 
lichkeiten auf die Wirksamkeit geistiger Ursachen zu ächliersen, 
ist der Naturforscher wohl zu verstehen, der unwillig erklart, sein 
Mikroskop zusammenpacken und auf die Anerkennung für Hand- 
langerei verzichten zu wollen'). 

Die Besprechung des mathematischen Ausdrucks für die Ge- 
wifsheit sei vorbehalten. Nehmen wir wieder an, es werde eine 
Urne mit weifsen Kugeln gefüllt — 30 an der Zahl, von welchen 
10 in bestimmter und 20 in bestimmter anderer Weise gezeichnet 
sind, und es würde nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, eine Kugel 
ans jenen 10 oder jenen 20 zu ziehen. Im gewöhnlichen Gebrauche 
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs zweifeln wir nicht, dafs es ver- 
schiedene Grade dieser Art der Aussage giebt^ nur vermöge n 
wir sie so wenig objektiv anzugeben, wie wir etwa die verschie- 
denen Töne einer Farbe durch das Adjektiv um in aller Be- 
stimmtheit zu bezeichnen vermöchten. Nur die Grenzen, inner- 
halb deren wir ein „unwahrscheinlich" und ein „wahrscheinlich" 
feststellen, geben unserer Aussage eine scharfe objektive Bedeu- 
tung; wir würden in Verlegenheit geraten, sollten wir einem irgend- 
wie gefertigten MaTsstab eine bestimmte Marke aufdrücken, und 
mUfsten zugeben , dafs gleichsam ein subjektives Residuum bleibt, 
an dem eine Verständigung mit anderen Menschen scheitert, 
da auch bei einfachen Verhältnissen eine adäquate Wiedergabe 
unserer Gedanken schwierig und ihren Inhalt zu erschöpfen häufig 
unmöglich ist- 

Es ist nun überaus schwer, im Besitze und gelaufigen Gebrauche 
eines Begriffes den Standpunkt zu suchen, der seiner Einführung vor- 
beiging. Wird hier wirklich ein jeder Verstand sagen müssen : eine 
zahlenmSfsige Charakteristik der Wahrscheinlichkeiten als möglich 
vorausgesetzt, werden sich diese für jene beiden Eventualitäten wie die 
Zahl der von jeder Art vorhandenen Kugeln, d. h. wie 10:20, ver- 
halten ? Den Dingen können wir sie ja nicht ablauschen, wie wir etwa 



') Vgl. Oskar ScuuiDTt Die naturwissenechaftlichen Oruudlag«n der 
tn des UnbewurBten. Leipiig IS77. S. 6, 13 u. f. 
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bei 10 Gewichtseinheiten und 20 anderen von demselben StoflFe kon- 
statieren können, dafs ihre Volumina auch das Verhältnis ihrer 
Gewichte wiedergeben. Und welche Voraussetzungen haben wir 
in diesem physikalisch so einfachen Falle dem Stoffe au&uerlegen? 
Wenn wir nun die Kugeln auf beiden Seiten um je dieselbe Zahl 
vermehren, warum soll denn dies Verhältnis gestört werden? 
Scheint nicht vielmehr der Zwang für den Verstand vorzuliegen, 
dafs ein Zuschufs von gleichviel Kugeln auf jeder Seite das Ver- 
hältnis gar nicht zu ändern vermöchte? Ist es wirklich eine Eigen- 
tümlichkeit unseres Denkens, einen Fall ISmal so wahrscheinlich 
zu benennen, als irgend einen andern, oder wird nicht der un- 
beÜEingene Verstand sagen, dafs er erst dann einen Sinn in diese 
Aussage zu legen vermag, wenn man sich mit ihm über ihre Grund- 
lagen geeinigt haben wird? Wo sich schon abstufen läfst, em- 
pfinden wir doch nicht das Bedürfnis zu multiplizieren, und wir 
wehren doch dem naiven Philister, wenn er bei einer Temperatur 
von 20® meint, es sei doppelt so warm als bei 10 ^ 

Jenes Verhältnis setzt voraus, da ja die gewählten beiden Zahlen 
für alle möglichen im Beispiele eingetreten sind, dafs, wenn auf beiden 
Seiten die Zahlen im gleichen Verhältnis vermehrt, auch die Wahr- 
scheinlichkeiten unverändert bleiben werden. Will man hierfür 
den Beweis von Laplaoe gelten lassen, der für zwei Urnen Ä und 
J5, von denen 

Ä 4:W 2 s 
B 2w Is 
enthält, annimmt, dafs je 2 Kugeln gleicher Farbe durch Fäden 
verbunden sind, so dafs man aus Ä mit derselben Chance 2s 
Kugeln zieht, mit welcher man aus Bis entnommen hätte? Aber 
die Fäden sind ja in Wirklichkeit gar nicht vorhanden. Als eine 
Behauptung von etwas Thatsächlichen , das gemessen werden soll, 
hätte sich jenes Verhältnis doch irgendwie zu rechtfertigen. In 
den gewöhnlichen Darstellungen geht man schnell darüber hinweg, 
der Versuch Laplaoss beweist aber doch zur Genüge, dafs ihm 
die Frage Bedenken erregt hat Wenn wir bei Siowabt, nachdem 
er unserem Nichtwissen einen andern Charakter zugesprochen hat^ 
je nachdem die Ungewifsheit über 2, 3, 4 . . . . Möglichkeiten sich 
erstreckt, das Folgende lesen: 

„Gehen wir davon aus, dafs eine dieser Möglichkeiten allein 
wahr ist, dafs wir aber nicht wissen, welche, so ist die Sicht 
mit der wir die Wahrheit einer bestimmten erwarten dllr 
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Idie Wahrscheinlichkeit dieser einen, offenbar gröfser, wenn wir 
I nur die Wahl zwischen zweien, als wenn wir die Wahl zwischen 
*drei oder vier Möglichkeiten haben; sie nimmt ab propor- 
tional der Zahl der Glieder, ist also in ihrer Gröfse durch den 
reciproken Wert dieser Zahl ausdrückbar" (Logik 11 S. 270). 
so fragen wir, indem wir uns seinem Standpunkt für einen Augen- 
blick anbequemen: Warum nimmt sie denn proportional ab?, 
damit wir das sich anschliefsende wichtige „also" auch mitdenken 
können. Der Satz: 

► Wenn wir zwei befreundete Magnetpole um 1, 2, 3 
Millimeter voneinander entfernen, so nimmt die Anziehung mit 
jedem Millimeter sichtlich ab ; sie nimmt ab proportional der Zahl 
der Millimeter 
enthalt einen Irrtum, wie Jedermann weifs, aber er kann dazu 
dienen, auch jene, auf derselben Argumentation fufsende Behaup- 
tnng als in der Luft schwebend zu erweisen, wenn wir ihr keine 
andere Unterlage zu verschaffen wissen, als die Vergrölserung 
und Verringerung der Wahrscheinlichkeit, die wir dann zugeben, 
wenn sich die Zahl der Möglichkeiten wirklich, d. h. erkennbar, 
verÄndert. Man mag sich nun drehen und wenden, wie man will. 
80 kommt man darüber nicht hinaus, dafs man jene Proportionalitilt 
nicht etwa als richtig folgert, sondern dafs man sie als das einfachste 
Verhalten setzt, und in dieser Bedeutung soll sie auch hier, wenn 
nicht als zwingend, eo doch als natürlich, und, wie sich gezeigt hat, 
als zweekmälsig nicht behauptet, sondern dekretiert werden, 
und man muls abwarten, ob sie zu Unzuträglichkeiten führen kann. 
Es wurde für unser Urteil im Beispiel nicht mehr voraus- 
gesetzt, als das Mitgeteilte. Wir wissen nur, dafs jene Verteilung 
in der Urne vorliegt mit allen Vorsichtsmafsregeln , die eine 
Lotterie verlangt. Bis hierher haben wir nur die Null in jener 
bekannten Weise definiert; wie wir die Walirscheinlichkeit wirklich 
messen wollen, weon es der Gegenstand zuläfst, bleibt noch zu er- 
ledigen. Jenes Verhältnis bezieht sieb auf 2 Gröfsen, die Wahr- 
scheinlichkeit X eine Kugel der Gruppe (10) und diejenige y der 
Gruppe (20). Es leuchtet ein, dafs x und y voneinander abhängig 
Bein müssen, denn wenn nach der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, 
ii^end eine Kugel zu greifen, sei sie aus der einen oder andern 
Gruppe, so kann ich das mit voller Gewifsheit sagen, und da auch 
" als ein Grad der Wahrscheinlichkeit in die Rechnung mit- 
' werden soll, eo wird z + y derjenigen Wahrscheinlich- 
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keitegrOrse gleichzusetzen sein, die wir für den Orenzfsll, 
Gewifsheit, bestimmen werden. 

Es würde nun gar niclita im Wege stehen, hierfür irgend eine 
Zahl zu setzen, welche die obere Grenze ein- für allemal zu mar- 
kieren hätte. Nur würde man weder zu «inom allgemeinen Mafse 
noch zu einer Bestimmung kommen, die unser Urteil in eine andere 
Form brächte, als die Data unmittelbar angeben, wenn man i 
unserem Beispiele 

und also immer die Zahl aller möglichen Fälle der Qewifsheit eq^ 
aprechen lassen wollte. Indessen würde nichts im Wege atehen, 
beim Thermometer zu graduieren, 100, 1000 oder sonst eine von d 
im gewöhnlichen Gebrauch bevorzugten Mafszahlen zu setzen und d 
Wahrscheinlichkeit prozent- oder promilleweise zu geben. Indeasen 
leistet der Zahlenraum von bis 1 alles, was man verlangen kaoo, 
und man ist daher übereingekommen, als Symbol der Gewifaheit i 
Einheit zu setzen. Ausgehend von dem richtigen Gedanken, 
die Prädizierang der Walirschcinlichkeit verschiedener Grade &üA 
ist, und dafs diese sich in Fällen wie den vorliegenden zahlenmäTrig 
bestimmen lassen, hat man sich über die Verwendung der Werte 
und 1 geeinigt und ist somit angesichts der Gleichungen 

£. — 1? 1 
t/~20 

in der Lage, auszusagen, dafs 
10 



Mafse 

M 

ddiel 
easen 
kan n, 1 



2 



und 



20 
^30- 



die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kugel der Gruppe (10) also -J, 
für die andere Eventualität = | zu setzen ist. In der Argumed 
tation hat sich, soviel ich sehe, nur eine Behauptung auszuwetsM 
Wie kommen wir dazu, das Verhältnis 

j-:y-=10:20 

in dieser Proportion anzusetzen? Denn indem wir von vornhera 
X und y als arithmetische Gröfaen denken, ist ihre Vereinigung »a 
einer Summe durchaas gestattet; die Gleichui^ 

.r + j, = 1 
ist somit lediglich eine Sache der Übereinkunft, nach welcher frei- 
lich sich jede Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit zu 
richten haben wird. 

Das Ergreifen einer Kugel aus der einen oder andern Grupu 
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ist von einer Unzahl von Einzelursachen abbilngig. Habe ich auch 
im Beispiele einen völlig ausführbaren Versuch beachrieben, so 
würde in der Wirklichkeit doch die Möglichkeit von tausend und 
abertausend Momenten zu erwägen sein, die ihn zu verhindern oder 
zu sturen imstande Bind. Man mllfste aufserord entlieh breit werden, 
wenn der Sinn all dieser Beispiele der WahrscbeinlichkeitBrechnung 
mit peinlicher Schärfe aus dem Getriebe der Möglichkeiten, von 
denen abzusehen ist, herausgescliült werden sollte. Man kann das 
nur scheinbar abschneiden, indem man anstatt des zukünftigen Er- 
eignisses die vollzogene Thatsache beurteilt. Dort liegt eine unter 
denselben Bedingungen gezogene Kugel, die ich nicht sehen kann ; 
wie wahrscheinlich ist die eine oder die andere der unterschiedenen 
Möglichkeiten? Wie man aber das Beispiel modelt, immer verlangt 
unaer Urteil die Rücksichtnahme auf jenen Vorrat von Kugeln nach 
Zahl und Verteilung. Immer dreht sich die ganze Frage um das 
eine Urteil: Die Wahrscheinlichkeiten beider Fälle verhalten sich 
wie die Zahl der Kugeln , welche für jede Art bereitliegen. Jede 
VerÄndenmg des Verhältnisses beider Arten, ao setzen wir fest, 
ein anderes Wahrscheinlichkeitsurteil auslösen, d. h. aber 
^bte anderes, als: jede Veränderung, die jenes Verhältnis erleidet, 
'-wftrde auch den Grad der Wahrscheinlichkeit in angebbarer Weise 
modifizieren. Nur jene einfache Proportionalität wird sich auszu- 
weisen haben , denn es liefse sich wohl fragen : Warum nehmt 
ihr nicht 

9A ^1 daTa die Funktionen (p, il> auf eine andere Operation als die 
einfache Setzung hinweisen, sei es, dafa sie Rücksicht nehmen auf 
besondere Verhältnisse, die unter den verschiedenen Kugeln obwalten 
tuid das Ergreifen erschweren, unmöglich machen oder besonders 
begünstigen. Der zweite Punkt wird durch die Voraussetzungen, 
welche für alle Kugeln freie Beweglichkeit und keinerlei Be- 
lustigung enthalten, hinreichend abgewiesen. Für den ersten 
nehmen wir die logische Parallele in Anspruch, nach welcher jede 
neue Kugel einen für daa Urteil gleichwertigen Grund mehr dafür 
abgiebt, dafs eine Kugel ihrer Art in Wirklichkeit erscheint. Wir 
berufen uns nicht allein auf die plausible Thatsache, dafa die ein- 
fache Proportion auch die nächstliegende und einfachste Setzung, 
jede andere gektinatelt sei, sondern wir rekurrieren auch auf den 
Inhalt des gewöhnlichen Begriffs, der die als gleichgewichtig 
betundenen Gründe zu zahlen vorschreibt. Die logische Subsumption, 
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auf welche Stumpf die Zählung der günstigen unter den mög- 
lichen Fällen verweist^ ist die Bedingung der Abzahlung überhaupt 
Sie ist in unserem Urteil nicht das Wesentliche, sondern die funktionelle 
Beziehung, welche wir für das Gezählte und unsere Messung in 
Anspruch nehmen, hat sich auszuweisen. Nattbrlich können die 
Kugeln kein irgendwie geartetes Ereignis „herbeiführen'', aber 
dieses selbst hängt von ihrem Vorhandensein und unser urteil von 
dem Verhältnis der Fälle in irgend einer Weise ab. 

Mit der blofsen Zählarbeit haben wir noch nichts gemessen, 
und nicht über das Zählen will man sich verständigen, sondern 
über ein vernünftiges Mafs, das uns die quantitativen Bestim- 
mungen nur dann gestatten, wenn sie den Anlafs zu neuer, 
bedeutungsvoller Anordnung in definierten Einheiten gewähren. Ist 
das hier der Fall, so dürfen wir auch mit den Gröfsen x und j 
alle Operationen vornehmen, die ihre Definitionsgleichungen ge- 
statten. Niemand kann aber die Abhängigkeit unseres Urteils 
von der Zahl und Verteilung der Kugeln leugnen oder in Abrede 
stellen, dafs man die Wahrscheinlichkeit negieren mufs, wenn un- 
mögliches behauptet wird, und Jedermann mufs zugeben, daCs die 
Wahrscheinlichkeit je nach dem Stande der Dinge sich vergrölsem 
kann, bis sie in die volle Gewifsheit übergeht Dafs sie also mefsbar 
ist, unterliegt keinem Zweifel, wenn lediglich Gröfsenbeziehungen 
sie beeinflussen. Dafs der Mafsstab es nur mit einem notwendig 
gegebenen Spielraum zu thun haben kann, ist einleuchtend; seine 
Einteilung in der konventionellen Weise entspricht dem gesunden 
Menschenverstand nicht allein, sondern ist auch die zweckmäfidgste, 
die gewählt werden konnte. Willkürlich an unserer Betrachtung 
war nur das Beispiel mit seinem Spielraum von 80 Möglichkeiten; 
nichts hindert, ihn zu erweitem nach dem Bedürfnis einer jeden 
Aufgabe, wenn nur die Gleichungen ansetzbar sind, die wir beliebig 
verallgemeinern können, indem wir bei leicht verständlicher Er- 
weiterung jetzt so schreiben : 

x:y:is:v: =a:b:c:d: 

^ + y + jßf 4- t?-f- =1 

Mathematisch ist hierbei nur die Formulierung des logischen Inhalts, 
die Wahl des Mafsstabs, und in mathematischer Form werden auch 
alle Konsequenzen zu ziehen sein, die sich auf solche Fälle beziehen, 
in denen jene Disjunktion der ohne weiteres übersehbaren Möglich* 
keiten nicht in einer festen Zahl unmittelbar gegeben ist Bevor 
der Versuch gemacht werden soll, jene beiden DefinitionB(^6icliiiligBft^ 
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IQ eine wörtliche Bestimmung der matliematisohen WaLrscheinlich- 
keit umzusetzoü , wollen wir uns erst mit einem ttberaua wichtigen 
GrundbegriflFe abäuden, der gewöhnlich an die Spitze der Be- 
trachtungen geatellt wird. Wir sind einen anderen Weg gegangen, 
der das Konventionelle in den Feetaetzungen achftrter hervortreten 
lafst. Die Disziplin pflegt aus Jenem Begriffe ihre Operationen zu 
folgern, während sie nur nachzuweisen hätte, dafa seine Bedeutung 
gewahrt bleibt. Natürlich ist der Begriff implicito in unserer Dar- 
stellung enthalten, so dafa wir ihn auch als Folgerung aus jenen 
beiden Gleichungen, aus welchen ja nichts herauszuholen sein wird, 
was nicht hineingelegt wurde, gewinnen müssen. Setzen wir nämlich: 

ft^6==:C=^rf^ 

so ergiebt sich: 

x.y.s:--- =1:1:1:-... 
alao: 

x = y = z=^ 

d. b. die Wahrscheinlichkeiten für jede der Eventualitäten werden 
einander gleich. Wir kommen auf den Begriff der gleicbwahr- 
scheinlichen oder, wie man sich gewöhnlich ausdrückt, der 
gleichmöglichen Fälle. Was Elsas gegen von Khieö betont, dafs 
man die Begriffe möglich und wahrscheinlich scharf aus- 
einanderhalten müsse, ist auch von uns schon berührt worden. Es 
kann irgend etwas nur möglich sein oder nicht; der absolute Ge- 
brauch dea Wortes darf auch unter dem saloppen Ausdruck des 
gewöhnlichen Lebens, dies sei eher möglich als jenes, nicht getrübt 
werden. Will man aber den Begriff gleicher Möglichkeit, der 
implicite den verschiedener Möglichkeit enthält, verwenden, ao hat 
miui ihn zu delinieren, wie das ja auch gewöhnlich geschieht. Nötig 
ist die gebrauchswidrige Bezeichnung nicht, da ja gleichmöglich und 
gleichwahrscheinlich sich völlig decken. Die „cas ögaloment poasibles" 
finden sich nun, wie in allen Schritten, so auch bei Laplace, und 
Stumpf knüpft hier an, um einer neuen Definition die Wege zu bahnen. 
Wenn nun Laplace wirklich definiert hätte, wie Stumpf behauptet: 
„Gleichraögliche Fälle sind solche, bei denen man keinen Grund hat, 
die einen für wahrscheinlicher zu halten, als die anderen", ao würden 
wir das für wenig geschickt halten, aber ea hätte einen guten Sinn, 
wenn man auch Stumpfs elementaren Einwand: „Man darf nicht 
■ ia die Definition dea Wahrscheinlichen den Begriff des Wahrschein- 
aufnehmen, " zugiebt. Das darf man gewifs nicht, aber 
bt fUr das Wahrscheinliche soll eine Definition gegeben, sondern 

U^^ablai-il. WiUinohciulioIikfitsrEohiiuiig. 5 
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eingeführt werden. Nicht was UDter Walir- 
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gleicher Wahrscheinlichkeit behandeln, bei welchen man logisch 
keinen Grund hat, einen flir wahrscheinlicher zu halten, als den 
andern. So rückt man bei N solchen Fällen — nach Definition dorj 
Gewifsheit — auf die Division mit N und die WahrsclieiDlicLkäl 
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Wie mir scheint, hat aber Laplace den lapsus gegen die Regeln der 
Definition, wenn es einer wäre, gar nicht begangen; der Tadsl, 
wenn er sich aufrecht erhalten läfst, trifft den Übersetaer. 

Stubipf ist auf jene Einrede gefafat und sucht sie in einer Aaj 
merkung zu widei'legen; „Wenn man , wahrscheinlich er' hier i 
Sinne des sog. Philosoph! ach -Wahrscheinlicheren nehmen wollte, 
wäre nicht geholfen." Der philosophischen und der mathemati- 
schen, d. b. der nicht (oder nicht genau) mefsbaren und der mefs- 
bareu Wahrscheinlichkeit liege doch ein gemeinsamer Begriff zv/S 
gründe. Welcher ist das? Der eine ist ein Kunstbegriff und nat 
einem Merkmal, das auf einen besonderen Sachverhalt sich stütz 
aus dem allgemeinen wohlbekannten Begriff gewonnen. Auszusetz 
ist wesentlich die negative Fassung; dafs übrigens eine Messui 
vorliegen sollte, wenn man eine Begebenheit „nicht wahrschüiifl 
lieber" als eine andere nennt, ist doch wohl zu viel gesagt. Der 
Vergleich setzt allerdings in unserem Erkenntnisvermögen die An- 
schauung voraus, aber es ist doch ein Unterschied, ob ich raicl)^ 
so ausdrücke oder „die Wahrscheinlichkeiten gleich grofs setze". J 
Es ist nicht wahrscheinlicher, dafs die ganze Welt untargeüB 
als dafs die Sonne aniUngt, sich um die Erde zu drehen. Ist* 
das eine Messung, und werden wir die Wahrscheinlichkeiten 
gleich grofs setzen? Das eine Urteil ist allerdings so viel wert ale 
das andere, nämlich — nichts. Man kann auf Grund von nur 
negativen Merkmalen überhaupt nicht vergleichen. Wenden wir 
uns indessen zu Laplace. 

Die Stelle, auf welche Stchpf verweist, lautet in dem Original 
der „Theorie aualytique des probabilihJs" von 1814 wörtlich: 

„La probabilitä est relative en partie ä cette ignorance ( 
en partie k nos connaissances. Nous savons que sur trois ou i 
plus grand nombre d'^vänemens, un eeul doit arriver; maia ri«| 
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i porte ik croire que l'un d'eux arriveraplutöt que les 
Bittres. Dans cet ^tat d'ind^cialon il qoub est impoBsible de 
rprononcer avec certitude aur leur arrivöe. II est cependant pro- 
bable qu'un de ces övönemena pris a volontö, n'arrivera pas; 
parce que noua voyons plusieurs caa ^alement posaibles qui ex- 
cluent son existence, tandis qu'un seul la favoriBe. 

La throne des hasarda conaiste k r^duire tous lea övÄnemene 
du mSme genre, k un certain nombres de cas ^alement poasibles, 
c'eat i dire tels que nous aoyona ^galenient indöcis sur leur 



An dieser Stelle ist noch beaondera iDtereaaaut, dals aie von 
drei oder einer gröfseren Zahl von Ereignissen spricht; bei der ein- 
focben Alternative acheint Laplace sich achon auf die Wertung im 
gewöhnlichen Gebrauche zu stützen. Mit wenig Gltick ist nun von 
Stduff die Detinition der „gleichmögUchen Fälle", die bei Laplace 
nur im Zusammenhange gegeben wird, durch eine andere ersetzt 
worden: „Gleich möglich sind Fälle, in Bezug auf welche wir uns 
in gleicher Unwisaenheit befinden." Nimmt man diese Definition 
beim Wort, so kommt man zu den wunderbarsten Konsequenzen. 
Die Konkurrenz, die in der von Stuäfp bemängelten Fasaung doch 
noch in der Bemerkung, dafs ein Fall nicht fiir wahrscheinlicher 
zu halten sei, als der andere, wenn auch undeutlich, anzunehmen 
vorgeschrieben wird, dafa also die Fälle aich notwendig auazu- 
schliefsen haben, wird mit einem Male über Bord geworfen. Auch 
wenn man annimmt, dafa Stumpf durch die Worte: „die aog, 
gleichmöglichen Fälle, die in den Begriff der Wahrscheinlichkeit 
eingehen" sich die notwendige Begrenzung innerhalb einer ab- 
geechlosaenen Zahl von Möglichkeiten vorbehalten hatte, wäre ihm 
der Vorwurf unzureichender Bestimmtheit nicht zu ersparen. Die 
Meinung von Laplace wird durch seine eigenen Worte: „. . , c'eat 
k dire tels que nous soyons ägalement ind^is sur leur existence" 
durchaus nicht vollkommen ausgedrtickt; es hätte ihm selbst ja 
n, sich auf dieselben zu beschränken. Giebt man aber 
STUBPFflche Definition etwa in der Fassung: 

Gleich möglich aind Fälle, von denen nur einer wahr sein 
kann und mufs, in Bezug auf welche wir uns aber in gleicher Un- 
wissenheit befinden 

, adoptiert man femer, dafa „gleichmöglicbe Fälle immer such 
ach wahrscheinlich sind", so sehe ich nicht, wie man dem von 
Kkibs citierten Nonsens eines englischen Logikers ausweichen 
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wollte: „If Ä and C are wholly unknown things, we have no 
reason to believe that Ä ia C rather than that it is not C; the ante- 
cedent probability is then |.^ In diesem Beispiele ist die Bedin- 
gung der Unwissenheit in absolutem Mafse erfüllt: 

„Und da die Unwissenheit nur dann ihrem MaCse nach gleich 
gesetzt werden kann, wenn wir absolut nichts darüber wissen, 
welcher von den unterscheidbaren Fällen eintreten wird, so 
können wir noch bestimmter diese Erklärung dafür einsetzen' 
(Stumpf S. 40). 
Wenn also Stumpf zuerst die „Gleichmöglichkeit' erkannt wissen 
will, so wird in dem Beispiel des Engländers diese Bedingung wohl 
erfüllt sein. Wir wollen den Miüsverstand des Exemplums etwas 
mildem. Vor zwei leidenschaftlich dem Wetten ergebenen Personen 
steht eine Urne. Sie sind beide ehrlich; keiner hat eine Ahnung 
von ihrem Inhalt. „Ich wette, dals sich keine weifse Kugel darin 
befindet.*' Ob der Andere sich Wohl entschliefsen würde, dagegen 
zu wetten ? Er wird sich hüten, al pari zu halten, wenn nicht etwa 
bei den Spielern die Logik ungleich verteilt sein sollte. Bei beiden 
ist die „Unwissenheit** in Bezug auf die beiden möglichen FsUe 
völlig dieselbe. Eine weifse Kugel mufs entweder darin sein, oder 
sie ist es nicht; ein Drittes giebt es nicht. Das „rien ne porte k 
croire que Tun d'eux arrivera plutot que les autres** enthielt denn 
doch etwas mehr als die absolute Unwissenheit, auf die man keinerlei 
richtigen Gedanken, noch weniger aber ein praktisches Verhalten 
zu gründen imstande ist Die negativen Argumente sind intrikat, 
wie schon das jokose Beispiel: 

Keine Katze hat 2 Schwänze 
Eine Katze „ 1 Schwanz 

Also hat eine Katze 3 Schwänze 

zur Genüge lehrt. 

Die Betonung dessen, was man nicht wissen dürfe, wie sie in 
den Aufgaben geboten ist, und wie die Wetten sie immer verlangen, 
hat der ganzen Theorie schlechte Früchte getragen. Der „mangelnde 
Grund** für ein bestimmtes Urteil stellt die Aufgabe, aber er löst 
sie nicht; auch in dem bescheidenen Sinne des Wahrscheinlichkeits- 
urteils kann er, da er selbst nichts ist, auch nichts leisten. Die 
objektive Möglichkeit sagen wir aus, wenn uns die Wirklichkeit 
des Gegenstandes in der Erfahrung fehlt, aber auch sie hat ihre 
Stütze in der Erfahrung selbst, im positiven Wissen. 
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DafsLApLACE jene abaolut gleiche Unwissenheit aU notwendige Be- 
dingung vorgeschwebt htttt«, darf man billig bezweifebij obwohl seine 
Wendung: „La probabilit^ est relative en partie ä cette ignorance 
et en partie ä nos connaissances" Ja keinen Zweifel darüber läfst, 
dafs er die unwesentlichen und überflüssigen Worte „ä cette igno- 
rance", die sich auf die wirklichen Ursachen (v^ritables canses), 
von denen er vorher spricht, beziehen, fUr wichtig gehalten hat. 
Die Nivellierung, wie sie in der Wette durch die gleiche Unwissen- 
heit bewirkt wird, ist keine Maxime, welche der Veratand in der 
Wissenschaft adoptieren darf, und die Schemata der Disziplin lassen 
sehr wohl die Behauptung zu, dafs sie, wie andere Aufgaben auch, 
nur positive Bestitnmungsstücke geben wollen. 

Wir wollen indes zu unserem Beispiel zurückkehren, um seine 
Bedeutung fllr den Begriff festzustellen und auch die Untersuchung 
auf weitere Kontroversen zu erstrecken, die auf keinem Gebiet 
mehr als auf dem unserer Disziplin angetrofl'en werden. 

In unserem Kugelbeifipiele war vorausgesetzt, dafs der Zug 
einer jeden Kugel möglich war. Der Einfachheit wegen hatten wir 
die Vorsichtsmafsregeln vorgeschrieben, die bei Lotterien üblich 
sind. Daran zweifelt Ja Niemand, dafs alle diese Beispiele die gröfste 
Analogie mit den Konstruktionen bieten, mit welchen wir geo- 
metrische Untersuchungen zu versehen pflegen, Flir diese wie für 
jene gilt, dafs, wie hier die räumlichen Darstellungen sich nie ab- 
solut mit dem decken, was der geometrische Begriff verlangt — es 
giebt kein rechtwinkliges Dreiecke aufser im Begriffe — , so auch dort 
jene Anordnungen den Anforderungen nie vollkommen entsprechen, 
die von einer mathematischen Gleichheit verlangt werden. Hat 
man viele Kugeln in der Urne, so können die obenliegenden leichter 
erreicht werden ; verteilen sich die Kugeln in einer Schicht auf einen 
grofsen Raum, so ist diese bequemer zu gi-eifen, als jene. Wir wissen 
also, dafs in Wirklichkeit Begünstigungen vorhanden sind. Durch 
Schütteln pflegt man diese Verhältnisse auszugleichen, ohne darum 
den überall zugrundeliegenden Gedanken einer gleichen Wahr- 
scheinlichkeit völlig zu erfüllen. Gleichwohl ist unsere Annahme in 
allen diesen Beispielen, dafs keiner der Fälle in dem vorliegenden 
Tbatbestand einen Vorzug vor dem andern habe, dafs weder 
in dem Vorgang der Anordnung noch in dem der Ausführung, sei 
es durch Ziehen oder irgend eine andere mechanische Ursache, ein 
Moment in Frage kommen könnte, das einen Fall eher verwirklicht, 
als einen andern, Dafs ein bestimmter Fall notwendig eintreten 
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muTsy daCs die ganze Kausalreihe, wenn sie sich in alle ihre Einzel- 
heiten verfolgen liefse, mit imerbittlichem Zwange im individuellen 
Geschehen eben auf ihn sich richtet, berechtigt durchaus nicht, 
unsere Annahme jener Indifferenz lediglich auf unsere Unkenntnis 
zu stützen. Wir müssen wissen, dals kein sachlicher Grund ge- 
geben ist, der fUr die Notwendigkeit des einen Falles oder einiger 
mit Ausschlufs aller übrigen sich geltend machen läfst; das präzi- 
siert die Aufgabe nicht allein, sondern macht sie erst möglich. Vom 
Würfelspiel heifst es bei Elsas ^): „Wir urteilen, dafs keine der 
6 Würfelseiten durch beständig wirkende Ursachen begünstigt wird, 
und auch weder durch den Werfenden noch durch den Wurf eine 
Begünstigung möglich ist; wir bezeichnen in diesem und in keinerlei 
mathematischem Sinne die 6 möglichen Fälle als gleich möglich.' 
Darauf antwortet Stumpf (S. 54): „Im Gegenteil I Ich zweifle 
gar nicht, dals eine der 6 Seiten durch beständig wirkende Ur- 
sachen begünstigt ist Ich weifs nur nicht, welche, und habe nicht 
den geringsten Anhaltspunkt für eine von ihnen. Daher ^.^ Wenn 
so der mathematisch-philosophische Naturforscher und der mathe- 
matisch geschulte Philosoph scheinbar die entgegengesetzten An- 
sichten vertreten, so ist es wohl geboten, nach Elarheit zu suchen. 
Was heiüst begünstigen? Entkleidet man diesen Begriff des 
Beigeschmacks, der ihm aus der Sphäre des menschlichen Thuns 
anhaftet, sieht man davon ab, dafs an ein Subjekt nicht gedacht 
wird, das Gunst bezeigen könnte, so sagt Stumpf: „Ich zweifle 
nicht, dafs beständig wirkende Ursachen eine Seite des Würfels 
zur Erscheinung bringen werden.^ Also eine Seite mufs notwendig 
fallen, aber daran zweifelt auch Elsas nicht, dem der ElANTSche 
Satz: „Alles Wirkliche ist hypothetisch notwendig** gewiüs nicht 
fremd war. Von den Unvollkommenheiten des Würfels abgesehen 
setzen wir als Spielregel fest, was Fbies (S. 20) so ausspricht: 

„Der Wurf gilt nicht, wenn der Würfel zerbricht oder nicht 
eine seiner Seiten gerade oben zeigt; der Würfel taugt nicht, 
wenn er leichter die eine Seite als die andere zeigt; der Wurf 
ist nicht ehrlich, wenn er mit der Geschicklichkeit geführt wird, 
eine beabsichtigte Seite oben zu bringen. Unter diesen Regeln 
bleiben dann die sechs Fälle, dafs eine der Seiten oben flUlt, die 
einzigen möglichen, und fllr jeden derselben sind die Bedingungen 
des Eintreffens die nämlichen.** 



Philoeophische Monatshefte XXV, S. 567. 
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Dae 3piel hat den Wahrscheinlichkeitsbegriff bisher überall 
Ulustneren miläsen. Sein Erfolg ist nicht berechenbar, aber seine 
positiven Daten geben das Material zu zahlenmäfsigen Disjunktionen, 
nach welchen wir uns nur dann richten können, wenn uns ganz 
und gar kein Zweifel über die objektiv und subjektiv unparteiische 
Verteilung — wenn dieser Ausdruck verstattet ist — beigeht. Wenn 
wir nun Zweifel hegen über die Eigenschaften des Würfels oder 
die Ehriichkeit der Spieler? Ist dann die Wahrscheinlichkeit auch 
noch J? 

Btukpf meint, die Wahrscheinlichkeit, mit einem geMschtea 
Würfel eine bestimmte Seite zu werfen, ist für den, der seine Kon- 
struktion kennt, natürlich nicht ^, aber fUr den, der sie nicht kennt, 
muTs sie nach seiner Ansicht so und nicht anders bestimmt werden. 
Wenn er nun allmählich zur Erkenntnis kommt, daiä der Würfel 
gefälscht war, ist dann sein Urteil richtig gewesen oder nicht? Er 
hat zuvor ganz und gar nichts von der Fälschung gewufst; also 
war er nach Stumpf zu der Wertung ^ berechtigt. Aber wodurch 
wird denn nachher sein Urteil umgestofsen ? Doch nur, weil falsche 
Voraussetzungen gemacht worden sind. Ein Urteil kann sehr wohl 
formal richtig, aber sein Inhalt unzutreffend sein. Wir haben uns 
her schon an anderer Stelle verbreitet. Aber dasselbe Urteil 
nicht von demselben Objekt auf Grund verschiedener 
Voraussetzungen zu stände kommen. Setze ich einmal voraus, dafs 
Ter Würfel den Anforderungen entspricht, die das Spiel verlangt, 

tnd ein anderes Mal, dafs ich nicht weifs, ob diese Voraussetzung 

intreffend ist, oder dafs sie es nicht ist, so unterscheiden sich die 
loahmen wie Sichergewufstes von blofs Möglichem, die Urteils- 

laterie ist eine fundamental andere, und ich kann nicht beidemal 
tsselbe aussagen : die Wahrscheinlichkeit für eine Seite ist |. 

Qin Würfel, wie er auch beschaffen ist, läfst (3 Mitglichkeiten zu, 
über deren Verwirklichung ich mich immer in gleicher Unwissen- 
heit befinde, wenn ich ihn nicht kenne. Weshalb setzt man da 
immer einen Würfel von ganz bestimmter Beschaffenheit voraus, 
anstatt zu sagen: Gegeben ist ein Würfel, den ich nicht kenne, 
mag er sonst beschaffen sein, wie er will? Wenn man nun mit 
Stdsff die Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs ein vorliegendes Dreieck 

absolut genau rechtwinkUg ist, ^ — setzt; wenn ferner die Wahr- 
scheinlichkeit einer Seite bei einem „abaolut genauen" Würfel } 
iat; wenn ferner irgendwo ein Würfel von 6 Seiten ist, von dem 
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ich gar nichts weifs : wer hindert mich, zu sagen : Die Wahr»cli«n- 
lichkeit, dafs dieser WUrfel auch nur im Sinne des Spiels genau ist, ii 
nahesu = 0; also ist es höchst unwahrscheinlich, dafs die Wahrschein- 
lichkeit, mit ihm eine bestimmte Seite zu werfen, ^ ist? Den Gi 
salz sabjektivor und objektiver Gültigkeit gestatten wir nur in 
wissem Sinne; die Relativität, der wir mit dem Stande unsei 
Kenntnis ausgesetzt sind, geben wir zu, und „objektiv gültig* 
„relativ gUltig" kann man in der Wissenschaft immer nebeneinandi 
gebrauchen, ausgenorameu in der formalen Logik und der Matliematil 
also ausgenommen auch in unseren Beispielen, die auf Grund fest 
Voraussetzungen ein exaktes Urteil abgeben wollen. 

„Die mathematische Wahrscheinlichkeit ist etwas diirchatii< 
Festes, eine Funktion der Urteilsmaterie" heifst es bei Stühpp, und 
auch für einen „nicht nach der Ausdehnung, sondern nur nach 
der Kraft des Denkens" unendlichen Verstand soll sie gelten. 

Ob dieser in der Tiefendimension uneingeschränkte Verstai 
den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit hätte, weil 
ich nicht Er mlifate sich ihn definieren oder die in den Von« 
Setzungen der Definition enthaltenen logischen Momente völlig odo] 
tieren. Jene Meinungsverschiedenheit zwischen Elsas und STvant 
sofern sie sich auf den Quotienten J erstreckt, ist aber ladigli 
eine Definitionsfrage, Die Aussage J für die Wahracheini icJiki 
einer Wilrfclseite Ist so wenig auf dem einen als auf d 
andern Standpunkte mit einem Zwange, der in den Objeki 
und dem Denken liegt, im Veratande ausgelöst worden. Ohne dii 
zweifei- und einwandfreie Verständigung über die PrädizierUDg 
Ist diese selbst so sinnlos, wie es die Quadratwurzel aus — 1 ist, avi 
fem ich den Begriff der Wurzel nicht durch die DeBnitiou fixiero. 

Der mathematische Schematismus hat sich an ein bestinuntes 
Beispiel angeschlossen; es wird nötig sein, die Bedeutung desselben, 
in allgemeinerer Weise festzulegen, ihn durch eine wörtüchi 
Stimmung zu ergänzen. Welche Aufgabe kann nun in un&ei 
Falle die Definition haben? Diese Frage legt sich auch Stoicpi 
vor, und wir müssen ihm völlig zustimmen, wenn er uns von 
Willkür einer persönlichen, diktatorischen Setzung frei halten wi 
der wir ja in die Eonsequenzen nicht zu folgen gezwungen werden 
können, weil es uns nicht beliebt, oder wir den Zweck nicht einzu- 
sehen vermöchten. Unsere Definition, die, weil sie nicht 
mathematisch ist, der „ExpositloD" bedarf, wie Kant eich ausdruckt 
hat festzustellen, was in der Wissenschaft der Begriff bedeutet 
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ä bistorisclien Gegebenheiten, und darf auch der Aufgabe nicht aus 
dem Wege gehen, diese Bedeutung zu rektifizieren, wenn der ge- 
sunde Men ach en verstand oder irgend weiche berechtigten IntereBsen 
daa verlangen. Die Anknüpfung an Laplace, den hervorragenden 
Klassiker der Wahrscheinlichkeitstheorie, ist eine durchaus sacb- 
gemäfse, denn wo der grofse Mann nach der allgemeinen beutigen 
Meinung geirrt hat, sind weniger die ersten Grundlagen, als die An- 
wendungen der französischen Schule Überhaupt in Frage, Wenn 
ein 80 eingeschworener Empirist wie Jobn Stoaht Mill'), sich zu 
den Fundamenten der auf aprioristiscbem Boden erwachsenen Disziplin 
bekehrt, so darf man von vornherein annehmen, dafs sie sehr wahr- 
scheinlich unwiderleglich sind. Ein solches Argument hat natürlich 
nicht mitzureden. 

Stdmpfs Deutung der „gleich möglichen Falle" ist im Wider- 
spruch mit der Lehre von Laplace. Gleichviel, ob man die Aussage 
auf Vergangenes, Gegenwärtiges oder Zukünftiges bezieht, ist man 
über die Wahrheit eines Falles, von dem man nichts weifa — ob dieser 
oder irgend ein anderer wahr ist, giebt zur Fragestellung den Anlafs — , 
völlig in derselben Unwissenheit oder ünentacbiedenheit, wie Laplace 
sich ausdrückt, es sei denn, dafs man sich durch Vergleichung der 
gleichwertigen Gründe dafür und dawider eine Ansicht in der For- 
mel der Wahrscheinlichkeitsrechnung bilden kann. Über das Dasein, 
die Wahrheit des besonderen Falles, der in Frage steht, sagt die 
Disjunktion gar nichts aus. Auch wenn 10' weifse Kugeln und 
1 schwarze in der Urne sind, befinden wir uns über den Zug einer 
w oder einer s Kugel, der geschehen ist, geschieht oder geschehen 
soll, in gleicher Unwissenheit, es sei denn, dafs wir ^uf Grund der 
positiven Kenntnis, dafs nichts anderes dem Zuge der einen oder 
andern Kugel im Woge steht, als das Verhältnis ihrer Zahl, eben 
dieses allein unser Urteil beeinflussen lassen. Das disjunktive Urteil 
sagt nur: „Die gezogene Kugel ist eine von 10" ic oder 1 s Kugel." 
Ob sie w oder s ist, sagt es nicht. Sehr möglich, wenn ich gar 
nichts weiter von den Kugeln weifa, dafs die 10" «-■ Kugeln so be- 
festigt sind, dafs sie gar nicht erscheinen können. Die Disjunktion 
kann für die Wahrscheinlichkeit gar kein Mafs geben, wenn darüber 
nicht positive Bestimmungen getroSen sind, von denen ich etwas 
weifs. 

In den gleich wahrscheinlichen Fällen der gewöhnlichen Bei- 
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spiele soll aber ausdrücklich eine scharfe Übereinstimmang der ein- 
zelnen Fälle für unser Urteil gesetzt werden, die schon durch die 
Vermutung von Begünstigungen irgend welcher Art getrübt werden 
könnte. Alle Bestimmungsstücke Air das Urteil werden fllr die 
Abzahlung in den Voraussetzungen gewissermaCsen präpariert, und 
nicht nur von den toten Objekten gilt das, sondern wo Spieler in 
die Aufgabe mit einbezogen werden, tritt sofort die Annahme ao^ 
dafs sie gleich gut spielen, oder es wird gar ihre Kunst durch ein 
exaktes Zahlenverhältnis gewertet Es fragt sich nun, ob alle diese 
Beispiele den Begriff nach seiner Bedeutung vollkonmien kenn- 
zeichnen, oder ob er noch Merkmale hat, die uns in der Be- 
schränkung eben auf sie entgehen, oder solche, die ihn mit einem 
gleichgültigen Plus, also mit unwesentlichen Merkmalen, unnötig 
belasten. Das disjunktive Urteil findet sich immer, wo von Wahr- 
scheinlichkeit die Rede ist; dafs es nicht auch umgekehrt so ist, 
wurde bereits erwähnt. Insofern glauben wir nicht, dals die Lehre 
vom disjunktiven Urteil und die Wahrscheinlichkeitslehre je zur 
Verschmelzung gelangen können. Jenes ist die rein logische Form, 
und das Wahrscheinlichkeitsurteil geht über diese, welchen Inhalt 
wir ihr geben, immer hinaus. Aber andererseits ist klar, dals allen 
jenen Beispielen Eigentümlichkeiten zukommen, die wir sehr wohl 
in eine allgemeine Form würden auflösen können. Alle jene Kugeln, 
Würfel, Karten sind ja ein Beiwerk, für das sich ein gemeinsames 
allgemeineres Anschauungsmittel finden mufs. Nebenbei bemerkt 
ist der Umstand, dafs alle jene Beispiele auf ein zukünftiges Ge* 
schehen hinzuweisen pflegen, völlig gleichgültig. DaJb wir alle 
Wahrscheinlichkeitsurteile, gleichviel, auf welche Objekte sie sich 
beziehen, gleichviel, ob sie zeitlich oder ihrem Gegenstande nach 
verschieden sind, schiefslich, wie Poissok behauptet, uns so ent- 
standen denken können, wie es beim Urnen- und Kugelbeispiel 
von uns geMlt wird, macht es weder notwendig noch wlinschens- 
wert, die alte, an eben diese Beispiele anknüpfende Definition, welche 
von ,,Ereignissen" spricht und günstige und ungünstige Fälle unter- 
scheidet, aufrecht zu erhalten. Die Definition von Laplaos, nach 
welcher 

„das Verhältnis der Zahl günstiger Fälle zur Zahl aller mög- 
lichen** 
das Mafs der Wahrscheinlichkeit abgiebt, kann allerdings bei ent- 
sprechender Interpretation nicht zu falschen Folgerungen fUhren; 
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eichwolil mag es zweckmäfeig uein, die Bestimmung so zu ttuBen, 
dafs sie ein Minimum von Auslegung nötig mucht. 

Aber das kann nur von formeller Bedeutung sein. 
Jenen Versuch, die bisherigen Htllfsmittel der Schule durch ein 
allgemeines zu ersetzen, hat Lanok (Logische Studien) unternommen. 
Wie schon gesagt (S. 40), geht Lanqb, wie Lotze und Sigwart, 
vom disjunktiven Urteil aus. Gleich hier sei bemerkt, dafs alle 
drei Philosophen in wesentlichen Punkten nicht voneinander ab- 
weichen ; wenigstens spricht Lanoe in diesem Hinne von Lotze und 
Sigwakt, und die Bemerkung SiowARTa im zweiten Bande der Logik 
(S, 270) über Lanoe würde wohl ohne das Bewufstsein einer Über- 
einstimmung im allgemeinen unterblieben sein. Lange versucht das 
BÜjunktive Urteil : 
„S ist entweder pi oder Pa oder pa" 
urch räumliche Bilder in einer Weise zu yeraoschaulichen, die sich 
als eine nicht unwesentliche Erweiterung des Gebrauchs räumlicher 
Anschauungen zur Elrläuterung logischer Sätze erweist. 

Es kann keinem Zweifel unterliegen, dafs auch in rein mathe- 
matischen Disziplinen, die auf Unabhängigkeit vun räumlicher An- 
schauung Anspruch machen, in letzter Linie das räumliche Bild 
Verständnis und Evidenz vermittelt. Die Begriffe „gröfser" und 
„kleiner" sind ihrem Ursprünge nach geometrisch; der arithmetische 
Begriff V —l und seine Bedeutung sind durch die QAOsssche räum- 
liche Syrabolisierung der Erkenntnis wesentlich näher gebracht 
worden; das Grundgesetz der Algebra, wonach eine jede algebraische 
Gleichung mindestens eine und daher so viele Wurzeln habe, als 
ihr Grad Einheiten, ist am leichtesten aus geometrischen Betrach- 
tungen ableitbar, und selbst die Zahlentheorie giebt ihren Sätzen 
eine überaus einieuchtende Demonstration, wenn es ihr, wie beim 
^^bfiEN8TEiNschcn Beweis des Keciprocitätsgesetzes , gelingt, den 
^^^^alt in eine geometrische Form zu kleiden. Gleichviel, ob man 
^^^KKOE zugeben kann, dafs in dem Anschauungs bilde, mit welchem 
^^Br logische Sätze begleiten, für uns das eigentliche Überzeugende 
^^Bgt, ob nicht Objektives und Subjektives nebeneinander behauptet 
^^Krd, wenn er sagt: 

T^^ „Dafs das Ganze gröfaer ist, als der Tejl, dafa Gleiches zu 

Gleichem hinzugefügt Gleiches giebt, sehen wir, und deshalb glauben 
wir es. Jedes beliebige Beispiel schliefst die Allgemeinheit in sich, 
weil wir es sofort beweglich sehen und die Überzeugung gewinnen, 
dafs es in jeder denkbaren Veränderung von Form und Grfifse 
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des Angeschauten sich gleich verhalten werde. Ebenso aber sehen 
wir an einem Raumbilde irgend welcher Art, sei es in einem kon- 
kreten Falle, sei es in einem blofsen Linienschema, dafs ich nicht 
dasselbe von demselben Gegenstande bejahen und verneinen kann« 
Das einzelne Bild wird sofort typisch, allein ohne Bild überhaupt 
bleibt mir die Formel leer, und ich gewinne weder die Über- 
zeugung von ihrer unbedingten Gültigkeit noch auch nur eine 
wirkliche Einsicht in ihren Sinn/ 
gleichviel also, ob man mit Lange eine so wichtige, fast absolute 
Rolle der Anschaulichkeit und Überzeugung durch räumliche Bilder 
zugesteht oder nicht, wird man nicht umhin können, der Symbolisierung 
durch geometrische Gebilde die Fähigkeit zuzusprechen, Unwesent- 
liches von den sonst üblichen Darstellungen fernzuhalten, Unge- 
reimtes leicht nachzuweisen und auch eine leicht gangbare Brücke 
für das Verständnis zu schlagen, wo die Übersicht nach der Natur 
des Gegenstandes schwierig erscheint. 

Lange veranschaulicht nun jedes disjunktive Urteil durch zwei 
Rechtecke in dieser Weise: 




JPI 


i>2 


Pb 













welche besagen sollen, dafs S in P eine Stelle hat, die durch ein 
Ereuzchen an beliebigem Orte mit dem Vorbehalte markiert wird, 
dafs S in P beweglich zu denken ist oder, mit anderen Worten, in 
den Raum, welcher den Umfang von P darstellt, hineingehört. In- 
dem er nun in diesem Falle gleicher Rechtecke fUr den Umfang 
der dem P untergeordneten Begriffe ihre völlig gleichberechtigte 
logische Koordination zur Darstellung bringt, zeigt sich sogleich, 
dafs die Disjunktion auch dann richtig bleibt, wenn mehrere der 
gleichen Rechtecke zusammengezogen, der Umfang der dem P zu- 
gehörigen Unterbegriffe verändert wird, etwa so: 

P 



p\ 


P'a 


Pz Pa 

1 


!>'« 



An dies Bild knüpft er sodann die Bemerkung, dafs die Häufigkeit, 
mit welcher man einen Fall der Klasse p\ erwarten darf, sich zu 
derjenigen von p\ oder p'^ verhält wie die Ausdehnung der be- 
treffenden Felder. Man habe dann keine reine Koordination mehr. 
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keine lobenswerte Einteilung, allein das Verhältnis des Qegt 
awiachen je zwei beliebigen Gliedern oder je einem und der Siunme 
aller übrigen oder zwischen zwei beliebigen Gruppen bleibe durch- 
aus dasselbe. Auf Beispiele, die er dazu giebt, möchte bei der 
Einfachheit der ganzen Betrachtung verzichtet werden könneu. Wir 
haben hieran nun folgendes auszusetzen. Indem wir eine logisch 
„reine Koordination" mit lauter Begriffen gleichen Umfangs symboli- 
sieren , haben wir eine mathematische Gleichheit weder beliauptet 
noch erwiesen. Der logische Umfang und der mathematische 
brauchen sich gar nicht zu decken. Wenn ich mehrere der Be- 
griffe jij, Pi unter einen Hut bringe, ao wSchst zwar der Um- 
fang, aber dafa er im Verhältnisse der zusammengelegten Begriffe 
zunehmen mUfste, wird Niemand allgemein behaupten. Die chemi- 
schen Elemente sind nach dem Stande unserer heutigen Kenntnisse 
Glieder einer guten logischen Koordination; wer würde, auch wenn 
er gar nichts von der verschiedenen Seltenheit wüfste, nicht be- 
haupten, sondera nur als das Wahracheinlichste annehmen, dafs sie 
alle gleichen Umfang haben? Die Wahrscheinhchkeit, dafs ein uns 
vorgelegter regelmäfsiger Körper, von dem wir gar nichts wissen — 
dafs er nicht mehr ala 20 Seiten hat, liegt schon im Begriffe — , ein 
Tetraeder ist, sei J, sagt Stumpf. Hier ist völlige Übereinstimmung 
mit Lange, der gar nicht, wie Stdhpf meint, eine „physische" 
Gleichheit der möglichen Fälle behauptet und verlangt hat. Ein 
regelmäfsiger Körper ist entweder ein Tetraeder, Hexaeder, Okta- 
eder, Dodekaeder oder ein Ikosaeder; also ist die Wahrscheinlich- 
keit ^. Sollte man, nach der mathematischen Wahrscheinlich- 
keit einer „Urteilsmaterie" befragt, wirklich immer imstande sein, 
eine Antwort zu geben? Die Unwissenheit wird sieh ja im 
Bchlimmsten Falle immer konstatieren lassen. Ein bekannter Phy- 
siker pflegte die Prüflinge im Examen zu fragen: „Was halte ich 
in meiner Hand?" — diese auf dem Rücken verbergend. Eine 
Linse, meinte der eine; ein Thermometer, der andere. Der dritte 
sagte schlichtweg: „Ich weifs ea nicht, denn Sie sind nicht durch- 
sichtig." Die Nutzanwendung ergiebt eich von selbst, 

Allerdinga kommt Lakise bei der Präge nach der rttumltchen 

Abbildung für das Würfelspiel in Zweifel, und völlig inkonsequent 

sucht er hier den logischen Umfang für die einzelnen Fälle aua der 

Natur des Würfels mit dem empirischen Umfang ins Gleichgewicht 

h bringen, wie er sich ergeben wtirde , wenn der Würfel wirklieh 

nner grolsen Zahl von Fällen erprobt worden wäre. Eine solche 
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Probe verBcliiebt Beinen gansten Standpunkt, während auch 
das wirkliche Geschehen ganz gleichgültig ist; allea liegt in den 
Vorausaetzungen. Ich weife nicht, woraus Siühpf auf die ForderuDf; 
einer „physischen Gleichheit" der möglichen Fälle bei Lange schlieft 
die Worte: „Die Möglichkeiten dea disjunktiven Urteils verwand^ 
sich in Wahrscheinlichkeiten, sobald ihnen eine bestimmte Gröi 
beigelegt wird, welche abhängt von dem Verhältnisae des Umfanga 
der einzelnen Möglichkeiten zur Summe aller Möglichkeiten," kOnnen 
angesichts der Beispiele und der ganzen Entwicklung, die eis 
Kapitel der formalen Logik geben will, nur im Sinne logischer 
Quantitäten gedeutet werden. Die Gleichheit in der räumliches' 
Darstellung weist nur auf die Gleichheit im Rang für die koordinierten 
Begriffe Pi Ps Pa ■ ■ ■ ■ ^^^- ^"1^ i" einem Wahrscheinlichkeitsurtnl 
die von Lanoe angeführte Disjunktion: „Ein Mensch kann entweder 
Europäer oder Asiate oder Afrikaner oder Amerikaner oder Australier 
aein" verwandt werden, so hatte im räumlichen Bild sofort die Zahl 
der Einwohner sich geltend machen müssen. Davon tindet aidi 
bei Lange kein Wort Die LAiOEschen Bilder sind gleichwohl ein 
Torzilgliehes Mittel, die Sätze der Wahrscheinlichkeitslehre, sofers 
sie nur abzählen wollen, zu veranschaulichen ; man sollte sie in der 
Schule benutzen, denn der Mathematiker wird ihrer schwerlich be- 
dürfen. Nur mufs man sich hüten, sie so zu verwenden, daTs 
Kongruenz im Bilde sich auf Gröfsenverhältniase erstreckt, 
denen in Wirklichkeit aus mangelnder Kenntnis weder mal 
matische Gleichheit noch Ungleichheit auszusagen wäre. Sowei 
sonst jenen beiden Gleichungen, die einen Sachverhalt mathematii 
beschreiben sollen, ein adäquates Objekt entsprechen würde, ebeni 
wenig würden wir auch nur symbolisch die Bilder als ihrem Gegen- 
stände gemäTs deuten kCnnen. Lange hat es überall nur mit 
logischen Formen zu thun und tlberläfat es der Anwendung, zu 
prüfen, ob sie richtig ist. W&a er leistet, ist lediglich eine Zurllck- 
führung der Kombination auf logische Schemata, deren Illustration 
das Wesen des Wahrscheinlichkeitaurteils weder trifft noch treSt 
kann. In der reinen Logik ist es nicht gegründet. 

Auch bei Lutzes Darstellung tritt die Anforderung einer acbarl 
mathematischen Disjunktion, wie wir uns ausdrücken mOchl 
nicht klar heraus, obwohl die von uns (S. 79) citierte Stelle in ifarnn 
Sinne ausgelegt werden könnte. Er beschränkt seine Darstelliuig 
^namentlich in Bezug auf zukünftige Ereignisse"; und wie 
diesen und den bereits oben (S. 64) angeführten Worten hervoi 



in« I 
frt^ 

og«i 

1 



▼OD 



,uon 



Die malhematifche WahräeheinUchkeü. 79 

^mbchte, wird ihm Stumpf wohl nicht ganz gerecht, wenn er von ihin 
sagt, daTs er die Beschränkung des Begriffe auf zukunftige Begeben- 
heiten ausdrücklich sanktioniert hahe. Ohne uns auf diese Frage 
näher einzulaasen, wollen wir nur auf eine andere Seite Beiner Überaus 
lichtvollen Darstellung verweisen. Lotze ist in neuerer Zeit der 
eretü Logiker gewesen, der Kritik geUbt und sur Kritik aufgefor- 
dert hat. Bei achftrferem Zusehen wird man auch in manchen vor- 
aichtigeu statistischen Publikationen seinen EinSuTs gewahren können. 
Die Gefahr einer falschen AuiTassung der koordinierten Fftlle, die Irr- 
tümer, die immer wieder in der Gestalt unglücklicher Disjunktionen, 
zumal unter Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, 
uns begegnen, veranlassen ihn zu der folgenden, sehr bestimmten 
Warnung: , Geben wir dem disjunktiven Urteil willkürlich die Ge- 
stalt: wenn B gilt, so gilt entweder f^ oder F", so dafs wir unter 
F" alle die m oder n~ \ Folgen /"verstehen, welche nicht f sind, 
so sind /"' und F" nicht mehr koordinierte Glieder; die Wahr- 
scheinlichkeit des ersten zwar bleibt ^, aber die des zweiten ist 
die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarfälle, die 
in diesen Ausdruck vereinigt gedacht werden, also = ." Auch 

wenn man nicht wtifste, dafs Lotze ein sehr gut versierter Mathe- 
matiker war, würde man nicht bezweifeln, dal» unter Elementar- 
,Uen nur solche gemeint sein können, die eine wirkliche Zählung 
!n. Dieser exakten Zählung sind wir freilich überhoben, 
wir mit Länoe, Stumpf und auch mit Siowart annehmen, 
uns in letzter Inatanz, wenn wir gar nichts wissen, schon die 
logische Disjunktion berechtige, eine mathematische Wahrschein- 
lichkeit auszusagen. Selbst wenn wir nicht in einer Zeit lebten, 
in der die mathematische Gewissenhaftigkeit und Schärfe auf eigener 
Domäne eine Polizei ausübte, wie sie keiner andern Wissenschaft 
eigen ist — man braucht nur an die Namen Weierstbass, Kkon- 
ECKEK. Dguekind ZU erinnern — , würde man im Kamen der Mathe- 
matik dagegen Einspruch erheben müssen , dafs logische Disjunk- 
tionen aliein zur Bestimmung mathematischer Gröfsen den Unter- 
id liefern durften. Der Disjunktion kann diesmal der eine, ein 
leres Mal ein anderer Einteilungsgrund untergelegt werden, ohne 
ihre Richtigkeit und die Glieder ihre Gleichberechtigung 
jl^Übten. Die regelmäfsigen Körper können entweder von Drei- 
in, Vierecken oder Fünfecken begrenzt werden. Ich weifs wieder 
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nicht, in welche Gruppe ein mir unbekannter regelmäfsiger Körper gaM 
hfirt, und behaupte, dafa für das Hexaeder die Wahrscheinlichkeit ^ iafl 

Wenn meine ganze Kenntnis sich auf die Disjunktion b^| 
schränkt, ao kann eine mathematische Aussage nicht gemacht we^9 
den. Denn wenn Stumpf sagt: | 

Das Wahrscheinlichkeitaurteil ist „nicht selbst ein diajunk- ] 
tivea Urteil, aber eine Folgerung aus einem solchen in Verbin- 1 
duog mit einer zweiten Prämisse, der Anerkennung rölligen Nicht- 
wissens über die einzelnen diejungierten Glieder", 
80 werden wir ihm bei jeder logischen Disjunktion entgegenhalten 
mUssen : 

Wir wissen zwar nicht, ob dieses A ein B, oder ein S^ oder 
ein Ba ist, von denen es eines notwendig sein mufs; aber das ist 
uns ja hinreichend bekannt, dafs die logische Disjunktion gar nicht! [ 
darüber besagt, wieviel „Elementarfillle" unter den B, oder B^ oder 
S^ wirklich enthalten sind. 

Wenn ich aus drei Urnen ziehen kann, die Kugeln von ver- 
schiedener Farbe und verschiedener Anzahl enthalten, so dafs 
immer eine Urne nur eine Farbe birgt, so kann ich aussagen, daJÄ - 
die Wahrscheinlichkeit fUr eine Kugel bestimmter Farbe -J ist;-! 
werfe ich die Kugeln zusammen, so ist die Wahrscheinlichkeit für 
denselben Fall eine ganz andere, auch wenn ich das Zahlen Verhältnis 
selbst nicht kenne. Die logische Disjunktion ist beidemal völlig 
dieselbe; nur mufs ich nach der Vereinigung der Kugeln sagen, 
dafs ich die Wahrscheinlichkeit zahlemnarsig nicht anzugeben ver- 
mag, wenn mir über die Herkunft der Kugeln nicht etwa noch 
andere Angaben gemacht werden. Man vergifet immer, dafa di« 
Aujgaben dieser Natur bestimmte Voraussetzungen enthalten, die 
in der Anwendung auf wirkliche Dinge erfiült sein und nach- 
gewiesen werden mllfsten. So wäre die gleiche Wahrscheinlichkeit , 
einer jeden Zahlenkombination in der Verteilung unter verscbie-j 
denen Farben, eine Voraussetzung, wie sie in Aufgaben diee 
Art häuüg ausgesprochen zu werden pflegt. Giebt man dieaal 
zu, so braucht man den Rechenstift wahrlich nicht, denn schon diel 
Symmetrie lehrt, dafs kein Fall der Verteilung nach Farbe ttnjj 
Zahl, also auch kein individueller Fall, vor den disjunkten andere 
Fällen etwas voraus haben kann. 

Wird denn aber in der abstraktesten Disziplin, der Mathemuti] 
für die 5 regebnäfsigen Körper oder fllr die 3 verachiedeneo D« 
ecke oder fllr die Kegelschnitte eine solche gleiche Wahrscfa«d 
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uchkeit jemals hypothctiach angenommen, geschweige denn als eine 
Maxime der weiteren Betrachtang behauptet? Und wenn die Logik 
wirklich, was ich nicht einzusehen vermag, diese ganze Verhaltunga- 
weise unseres Verstandes als notwendig vorschriebe, wenn wirklich 
ein unendlich starker Verstand, sofern er nur nicht allwissend ist, 
so denken mületo, was sollte uns das nützen, da wir doch niemals 
von ihr in den Schranken, in welchen wir uns bewegen, irgend 
einen Gebrauch zu machen imstande wären? 

Wir sind in der Definition der gleich wahrscheinlichen Fälle 
auf zwei Möglichkeiten eingeschränkt. Entweder wir nennen gleich- 
wahrscheinlich die Fälle, welche Glieder einer guten logischen 
Disjunktion sind, wenn diese Disjunktion das Einzige ist, was wir 
differenzierend auszusagen vermögen, oder aber wir verlangen eine 
mathematische Disjunktion, indem wir den Anspruch erheben, dafs 
in den Gliedern niemals der unbestimmte Artikel, sondern immer 
ein- und dieselbe Zahl die möglichen Fälle abzählt. Wir wollen 
zugestehen, dala dieser Unterschied niemals von praktischer Be- 
deutung werden kann, wenn immer der Einspruch geltend gemacht 
wird, dnfs eine logische Disjunktion über die Häuägkeit der ein- 
zelnen Fälle in den meisten bekannten Beispielen absolute Gleich- 
heit nicht aussagt oder nur implicite enthält, dafs also trotz aller 
Unkenntnis über den einzelnen Fall eine sehr bestimmte Kenntnis 
die Unwissenheit trübt. Als allgemeine Warnung könnte man die 
Disjunktion; „Eine Primzahl ist entweder gerade oder ungerade," vor- 
ausschicken. Aber man hat festzuhalten, dafti eine mathematische 
Bestimmung Eindeutigkeit verlangt. Diese Eindeutigkeit wird durch 
mathematische Konsequenzen nicht gestört, aber wo wir die Fein- 
heiten des Kombinationskalkula anwenden, kommen wir über die 
Elemente, welche im Grunde verwandt worden sind, beim Weiter- 
bau nicht hinaus. Eine Kombinatorik der Disjunktionen — wenn 
man will, eine Mathematik des disjunktiven Urteils — , deren Anfilnge 
sich bei Siowart vorfinden, ist möglich, weil die Kombinatorik es 
nur mit irgend welchen Elementen zu schaffen hat, ohne sich um 
ihre Eigenschaften zu kümmern. Dafs aber Urteile dieser Art 
Verbindungen zulassen, die mit den zusammengesetzten Wahrschein- 
lichkeitsaussagen eine um so gröfsere Ähnlichkeit haben, als die 
letzteren sich immer auf disjunktive Urteile zurückführen lassen, 
berechtigt auch nicht mit der Prämisse der absoluten Unwissenheit, 
t Umkehrung vorzunehmen. Denn das Wesentliche ist in den 
^thematischen Urteilen, dafs die Prädikate samt und sonders 

lehmiJl. WubrsubeiulktikeiliricUuuue. 6 
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mit wirklichen Zahlen als Attribaten versehen sind, währoid im 
andern Falle über den unbestimmten Artikel hinwegzukommen 
seine Schwierigkeiten haben möchte. Auch die absolute Unkenntnis 
vermag das nicht mit jenem Zwange, den wir von Urteilen ver- 
langen, die aus unserem Denken mit dem Anspruch auf Notwendig- 
keit hervorgehen. 

Wer die Werke Goethes nach Worten absuchte, um die 
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dafs ein Wort von Gk>ETHE den 
Buchstaben k enthält, den würden wir verspotten, aber seiner Logik 
dürften wir um deswillen nicht zu nahe treten. Wofern aber Jemand 
— die Richtigkeit der KANTschen Eategorientafel vorausgesetzt — 
von einem Urteil, das er gar nicht kennt, aussagen würde: „Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs dies mir fremde Urteil allgemein, bejahend, 
kategorisch und problematisch ist, beträgt •^'', von dem würden 
wir annehmen, dafs er uns sagen wollte, dafs es 81=8^ Varia- 
tionen auf Grund jener Tafel geben kann und weiter nichts. 
Wollte er aber mit der Zahl auch etwas anfangen und gar nur 
als wahrscheinlich vermuten, dafs die Zahl der Urteile dieser Art 
zur Zahl aller Urteile in unserer gesamten Litteratur sich wie 
1:81 verhält, so wäre ihm die Probe auf das Exempel zu ver- 
gönnen. Für eine „artige Untersuchung** im Sinne ELaitts würden 
wir die Aufgabe nicht halten. 

Die Geduld des Lesers, der uns bis hierher gefolgt ist, wird 
erschöpft sein. Indessen schien es unumgänglich, die Verschieden- 
heit der Auffassung, zu welcher die Lehre vom disjunktiven Urteil 
und ihre Verwertung in neuester Zeit den Anlafs geboten hat, zu 
beleuchten, und da die trockene Aufführung von Beispielen viel- 
leicht am schwersten zu dulden ist, so haben wir es vorgezogen, 
sie in der Form einer Polemik gegen öffentlich vertretene, von sehr 
gewichtiger Seite kommende Anschauungen zu geben. Dabei leitete 
uns nur der Gedanke, der Mathematik als einer Lehre vom Be- 
stimmten und Bestimmbaren zu ihrem Recht zu verhelfen und die 
Partei des gesunden Menschenverstandes zu unterstützen, soweit 
sein Beitrag durch den Begriff des Wahrscheinlichen geliefert wird. 
Man wird nach dem Vorangegangenen vermuten, dab die Defini- 
tion der mathematischen Wahrscheinlichkeit an das disjunktive Ur- 
teil sich halten, von ihm zahlenmäfsig bestimmte Prädikate veriangen 
und eine notwendig sich bietende abgeschlossene Reihe von lÜg^ 
lichkeiten individueller Fälle voraussetzen wird. Wie wur : 
darf man dann als Mafs der Wahrscheinlichkeit filr irgend 
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[ einen Bruch bezeiclinen, in dessen Zähler die Summe der Fälle, 
die in der Disjunktion dies Urteil behaupten, in dessen Nenner 
aber alle möglichen Fälle in einer Zahl vereinigt sind. Voraus- 
gesetzt ist dabei, dafs die Disjunktion alle wesentlichen Differenzen 
aufzählt, die das Urteil verändern könnten, dals also die gesamte 
Kenntnis des zu beurteilenden Einzelfalles in derselben zum Aus- 
druck kommt, ausgenommen alle jene Verschiedenheiten, die im 
gewöhnlichen Beispiel schon durch Voraussetzung beseitigt, im all- 
gemeinsten Falle aber nach der Fragestellung gleichgültig sind. 
In den Beispielen ist eine weifse Kugel jeder andern mathematisch 
lind physikalisch gleich zu denken, und in dem allgemeinen Falle, 
wo die Wirklichkeit uns eine Disjunktion aufnötigt, ist von den 
Verschiedenheiten, welche für das Urteil gleichgültig sind, wie bei 
jedem andern Urteil abzusehen. Dafs hier auch immer Differenzen 
auftreten, die von Einäufa auf das Urteil sein können, aber der 
zalilenmSfsigen Wertung spotten und darum unberücksichtigt 
bleiben, wurde bereits bemerkt, aber das ist eine Sache der Praxis 
und berührt die Definition nicht. Die Heranziehung des disjunk- 
tiven Urteile macht die Betrachtung von den einzelnen Beispielen, 
an welchen sich die Herleitung des Begriffs bisher immer vollzogen 
^^h«t, frei. Darin hat Stumpf recht, dafs es „die Eierschalen" ab- 
^^■Ireift, „die dem Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit 
^^Hui seinen Ursprungsbei spielen her noch anhaften". So iat denn 
^^Hcb seine Definition: 

^^^1 „Jede beliebige Urteilsmaterie nennen wir j^ wahrscheinlich, 

^^Vronn wir sie außasaen können als eines von n G-liedem (günstigen 
Fällen) innerhalb einer Gesamtheit von N Gliedern (möglichen 
Fällen), von denen wir wissen, dafs eines und nur eines wahr ist, 
dagegen schlechterdings nicht wissen, welches," auf demselben 
Untergründe aufgebaut und in der Form auf den ersten Blick mit 
der von uns abgeleiteten völlig übereinstimmend. Wir würden nur 
„auffassen müssen" achreiben und die letzten Worte „dagegen 
schlechterdings nicht wissen welches" ganz weglassen. Diese In- 
differenz steckt in den Voraussetzungen, die nicht scharf genug 
iBgesprocfaen werden können. Auch wird man gut thun, die „Eier- 
sn" in irgend einer Form bei der Unterweisung vorzuzeigen, 
wir sodann von den Zahlen n und N verlangen, dafs sie nicht 
durch eine logische, sondern durch eine zahlenmftfsige Dis- 
Janktion zu bestimmen sind, haben wir zur GenUge ausgeführt. 
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Wie aber seine Worte, dafs der Wahrscheinlichkeitsbegriff „keinerlet 
VorauBsetzuQgen oder Überzeugungen hinaichtlicb der objektiven 
Welt einschlierat", insbesondere auch nicht die der Gültigkeit des 
„Kausalgesetz es", mit jenem „aufl'asaen könneu" sieb in Ginklsng 
bringen lassen, wissen wir nicbt, wie wir auch nicht wissen, auf Grund 
welcher Voraussetzungen sonst sich „gUnstige" und „mftgliche' Filllo 
erkennen lassen. Nur daTa es nicbt absolut notwendig ist, die all- 
gemeinsten Voraussetzungen auch immer auszusprechen, geben wir 
zu. Die Definition hat durchaus den Charakter einer Auat^hrunga- 
bestimmung und setzt die vollständige „Exposition" der vorbereiteii* 
den Gedanken voraus. Sie ist nicht rein mathematisch, weil sin 
ihre Begriffe nicht anschaulich vorzeigen kann. Mit ihr ßlngt die 
Mathematik in der Disziplin allerdings an ; eben dafs man sie unter 
Umständen kurzer Hand giebt, ohne sie zu fundieren, bat den 
Mifsverstand verschuldet, dafs man sich in der Lehre durchweg 
auf ma thematischem Boden befinde. Die neueste logische Richtung 
hat sehr recht, die Grundlagen für die Logik zu beanspruchen, aber 
sie vergifst, dafs so wenig die reine Anschauung als das formale 
Denken der Rechnung Schemata liefern kann, die uns das Ver- 
halten des Verstandes auch nur plausibel machen könnten. Nur die 
angewandte Logik und die angewandte Mathematik werden 
zu konkurrieren haben. Die letztere läfst gerade in unserer Disziplin 
von der Subtilitftt, die ihr sonst eigen zu sein pflegt, viel vermisarai; 
ein Studium der philosophischen Versuche wird das mathematische 
Gewissen aufrütteln und in zukünftigen Darstellungen den begriff- 
lichen Elementen eine gröfsere Sorgfalt sichern können, aU sie 
bisher üblich war. 

Fassen wir noch einmal kurz zusammen, was entwickelt wurde. 
so glauben wir gezeigt zu haben, dafs keinerlei mathematiscfae 
Prinzipien besonderer Natur zum Begriffe der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit einen Beitrag geliefert haben, dafs ihm viel- 
mehr die im gewöhnlichen Gebrauch bemerkte Eigentümlichkeit, 
verschiedener Grade fähig zu sein, wesentÜch zugrunde liegLi 
Eine Vermehrung gleich wichtiger Gründe pflegt das Walirscheii 
liehe wahrscheinlicher zu machen und umgekehrt. Der Begriff d( 
Wahrscheinlichen ist eingeschränkt auf daa Glebiet, in dem 
auch die Möglichkeit einer sicheren Erkenntnis einsehen, d. h. 
in der Sprache Kants: er ist bedeutungsvoll nur in der tht 
sehen Erkenntnis, womit übrigens noch nicht behauptet setil 
dafs er die Erkenntnis zu vermehren imstande wäre. Pttrdf 
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ist nicht Vermehrung, und ein Mittel ist nicht der Zweck, Der Be- 
griff der jnatbematiachen Wahracheinlichkeit ist eine Einschrän- 
kung des aUgemeiaen Begriffs auf die Fälle, in welchen eine aritb- 
metiscbe Disjunktion die Gründe zu zählen erlaubt; seine Bestim- 
mung in der herkömmlichen Weise ist eine Konvention, wie sie 
jede Festsetzung eines Mafaes verlangt Die Festsetzung ist die 
zweckmäfsigste und überaus plausibel, aber der logische Zwang, 
der z. B. dem Schlüsse: 

Alle S sind P 

»5, ist S 
I Also ist S, auch P 

innewohnt, läfst sich mit dem durch alle nötigen Voraussetzungen 
gesttltzten Schlüsse: S ist entweder ein Glied von 

a Gliedern pi, ß Gliedern j)g , 

also ist die Wahrscheinlichkeit dafUr, dass S ein p^ ist 



PSicht vergleichen, es sei denn, dafs man sich der Konvention fUgt. 
Die mathematische Wahrscheinlichkeit ist also, trotz ihrer plau- 
siblen Stipulationen und angesichts ihrer im wirklichen Geschehen 
ruhenden Schemata, keine rein logische Punktion der Urteilsmaterie, 
und was an ihr mathematisch ist, verlangt, dafs die lediglich 
logische Disjunktion als Berechtigung zur Aufstellung einer mathe- 
matischen Wahrscheinlichkeit nicht angesehen werden dürfe. Jede 
arithmetische bestimmte Disjunktion ist zugleich eine logische und 
läfst sich in diese Überführen, aber nicht umgekehrt. 

Die logische Disjunktion als Grundlage einer Konvention kaDn 
nicht zugegeben werden, weil mit ihren Einheiten wohl eine Kom- 
bination, aber keine andere als eine symbolische Rechnung 
möglich ist. Mit den Ursprungs bei spielen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung steht sie weder im Einklang, noch entspricht sie im Be- 
sonderen der Definition von La^plaoe, über die hinauszugehen weder 
ein Anlafs noch ein zwingendes Bedürfnis gegeben ist. Man wird 
vielmehr gut thun, den Spielraum, welchen Laflaoe und die alte 
Schule dem Moment des Nichtwissens einräumen, gänzlich zu beseitigen 
nnd sich auf lediglich positive und eindeutige Daten zu verlassen. 
Die gleichwahrschein liehen Fälle verlangen mathematische und 
bedingen schärfste physikalische Gleichheit, die in den landläufigen 
ipielen überall vorausgesetzt oder, wie man auch behaupten 
, konstruiert oder fingiert ist^ 
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Wenn man bei dem Spiele Wappen (w) oder Schrift (s) nach 
der Wahrscheinlichkeit fragt , in 2 aufeinanderfolgenden Würfen 
mindestens einmal Wappen zu werfen , so gelten als gleichwahr- 
scheinlich die Würfe 

WWy W8j SWy S8f 

und unter diesen sind 8, welche in der Disjunktion den Fall min- 
destens Imal w behaupten, so da(s die Wahrscheinlichkeit f nach 
allgemeinem Gebrauch gesetzt wird. Es ist bekannt, dafs D'Alsm- 
BEBT hiergegen Einspruch erhob. Man beendige das Spiel, wenn 
auf das erste Mal Wappen erscheine, also seien nur die drei Fälle 

$ Sj $Wf W8 

^ zählen, die Wahrscheinlichkeit also -f. 

Diese ganze Frage dreht sich nun gar nicht um den Begriff 
und seine Grundlagen, sie hat es lediglich mit mathematischen Er- 
wägungen zu thun, und zwar solchen allereinfachster Natur. Wenn 
man dem Urteil Bebtbands^): „Uesprit de d'Alembert, habituelle- 
ment juste et fin, döraisonnait complitement sur le calcul des 
probabilitäs,*' nicht zustimmen möchte, so bleibt fast nichts übrig, 
als an den Eigensinn des grofsen Mathematikers, dem Stumpf 
die bekannte Aufgabe von den Sperlingen auf dem Dache vor- 
rückt, zu glauben. Die gleich wahrscheinlichen Fälle zu zählen, 
ist eine lediglich mathematische Aufgabe; was aber als gleich- 
wahrscheinlich vorauszusetzen ist, das ist eine ganz andere 
Sache. In dem Abzählen, wie verwickelt auch die Kombina- 
tionen erscheinen mögen, kann unmöglich ein G^enstand des 
Streites liegen, die Schwierigkeit wird also in den Voraussetzung^ 



1) Calcul des probabilit^s. Paris 1889. S. X. 
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r jeden Aufgabe 



ei ea verateckt, sei es offen, einer j 
wohnen. Bis zum heutigen Tage ruht der Streit nicht, der so 
vornehme Geister wie D'Aiembebt und Leibniz in die Opposition 
gedrängt hat, eine Thatsacfae. die zumal bei dem Intereüse des 
letzteren und dem Anteil, den er an kombinatorischen Problemen 
auch Rir die Zwecke der WahrscheintichkeitsrechDung nahm, doch 
immerhin die Aufgabe nicht als eine müfaige erscheinen läfat, hier 
einen Aueweg aus dem Labyrinth, daa sich in der Litteratur bietet, 
wenigaten» zu suchen. In neuester Zeit hat t. Kbi£S in einem 
sehr eingehenden und scharfsinnigen Werke: „Die Prinzipien der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung" die Zweifel zum Ausdruck gebracht, 
die nicht ihm allein, sondern vielen Zeitgenossen einem Hulfsmittel 
von allgemeiner, aber häufig kritikloser Verwendung gegenüber auf- 
gestofsen sind. Selbst eine in der Form nicht ganz angemessene und 
eine nicht ganz gerechte Kritik, wie die von Elsas in den Philosoph!- 
achen Monatsheften, hat anerkennen müssen, dafs jenes Buch ihrem 
Verfasser Anregung und Anials zum Nachdenken geboten hat. 
Aber eine Umschau in der Litteratur hätte dem Kritiker zeigen 
können , dafs Theorie und Anwendung der Disziplin dringend zu 
einer Prüfung auffordern. Es gilt auch nicht, ein neues Land zu 
entdecken, sondern den Boden zu untersuchen, auf dem man sicher 
ei nbersch reiten könne. Uns stehen die Anschauungen von Elsas 
vielfach näher als die von v. Keies, mit welchen wir uns mehr- 
fach werden auseinandersetzen mtlssen. 

An jenes berühmte Beispiel von D'Alekbeet wurde Stumpf 
durch einen der vielfachen Einwände von v, Kbies erinnert, der 
aus Übungabeispielen der Lehrbücher auf eine Willkür der Anaätze 
schliefst. Diesen Vorwurf werden wir zu prüfen haben. 

Wenn zwei Spielkarten auf dem Tische liegen, ist dann die 

^^A^ahrscheinlichkeit dafUr, data sie beide dieselbe bestimmte Farbe 

Hhben, 4 tider j? 

^^K T. Eriks meint: Beide Antworten sind gleichberechtigt, und 

^^80 iat der Ansatz willkürlich. 

Wofern die Zweifel gerechtfertigt wären, würde man achwer- 
lich umhin können, auch den berühmten Fall D'Alembekts nochmals 
zu überlegen, und man müfate sich darauf gefafst machen, das 
Problem mit in das neue Jahrhundert als Debet-Saldo hinüber- 
Eunehmen. v. Kbies hat zunächst nicht recht, aich die Frage vor- 
zulegen, wie der Sachverhalt wohl entstanden gedacht werden kann, 
denn hier mtlfaten wir ihm ohne weiteres zugestehen, dafs wir weder 
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Äufschlurs zu geben noch überhaupt zu folgen vermöchten, 
die Eventualität beatimmterer Annahmen, ob die Karten aus eini 
Piket- oder Whiatspiele entstammen, hatte sich j» auch FoiSBor,' 
den er kritisiert, bereits geSufsert. Im D'ALEHBERTschen B^spi^ 
lag die Voran sä etzung gleicher Wahrscheinlichkeit für Wappen 
oder Schrift im Spiel, Die MUuze mit ihren Eigenschaften, die Ehr- 
lichkeit des Spiels waren gewissermaTsen mathematisiert, und so 
kümmert« uns nur das wichtige Abzählen, das man sich durch Er- 
wägungen über das, was der Spieler etwa ihun würde, nicht BtOren 
zu lassen gezwungen ist. 

Wie kann man nun hier zu einem Ansatz kommen? Man 
weifa achlechterdings nichts über die beiden Karten. Was ist dar- 
aus zu folgern ? Ginge man auf alle Möghchkeiten ein, wio v, Krj 
das meint, so mUfste man auch den Fall erwägen, dafs die Karti 
nicht blofa auf zwei Farben beschränkt zu werden pflegen ; es giel 
rote, schwarze, grüne und gelbe Karten. Man lächle nichtj 
gesichts so verschiedener Meinungen hilft nichts anderes, als auf 
den Grund zu gehen. Also man setze voraus, dafs es sich nar 
um Karten von zwei bestimmten Farben, Rot und Schwarz, handle. 
Es können beide rot, beide schwarz und beide von verschiedener Farbe 
sein. Wir wissen schlechterdings nicht mehr von den Fällen; id»o 
wäre z. B. die Wahrscheinlichkeit für „beide schwarz" = -f. Wir 
meinen — und appellieren damit an jeden unbefangenen Ver- 
stand — , dafs diese Disjunktion logisch vollständig und völlig ein- 
wandfrei ist. Stumpf ist der Meinung, dafs vier Fälle möglit 
sind, und scheidet noch die beiden rot schwarz, schwarz 
„Immer mufs als Zahl der möglichen Fälle das Maximum der- 
innerhalb der Problemstellung noch unterscheid baren Fälle ge- 
nommen werden." Wir würden „das Maximum" durch „alle Fälle" 
ersetzen und behaupten, dafs uusere drei Fälle alle in der Problem- 
stellung noch unterscheid baren auch wirklich bedeuten. Dem Pro- 
blem haftet auch ganz und gar nichts an, was zur Unterscheidung 
der Anordnung der Karten aufforderte; sonst würde zu Verlan] 
sein, dafs auch die beiden rr,ss noch in zwei verschiedenen PlKl 
sich anordnen können, was doch entschieden der Froblematellm 
zuwider ist Eine logische Frage ist es doch nicht, wie der Fi 
verschiedener Farben sich verwirklichen kann. Die Antinomie ll 
sich nun leicht, wenn man folgendes bedenkt Die LehrbUcI 
pflegen Beispiele zu geben, in welchen aus der Natur der vcrwandl 
Illustrationen sich leicht eine Meinung über die gleichwabrschi 
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theo Falle bildet Der ideale WUrfel, die Münze, das Kartenspiel — 
sie alle weisen auf jene Gleichheit hin, die wir von den Fällen 
verlangen, damit vrir ein gleichwahrscheiolich behaupten. Ohne 
diese Basis schweben alle Aufgaben in der Luft, oder es wird aus 
der Unwissenheit etwas gefolgert, während sich doch schlechter- 
dings auch im Bereiche der Wahrscheinlichkeit nichts aus ihr 
folgern läfst, am allerwenigsten aber eine numerisch angebbare Be- 
stimmung. 

Die Kunst der sogenannten eingekleideten Aufgaben in mathe- 
matischen Büchern pflegt darin zu bestehen , die Leser das auf- 
finden zu lassen, was an mathematischem Gehalt hineingelegt wurde. 
Die Voraussetzungen sind versteckt, aber die ganze Maxime ist 
ähnlich der, welche der Taschenspieler carte forcöe benennt. Wir 
müssen in der Auswertung jener Wahrscheinlichkeit mit dem Bruche 
\ Stcsipf entschieden zustimmen, obwohl seine Ausführungen auf 
uns diesen Zwang durchaus nicht ausgeübt haben. Wie in dem 
D'AxKMBKKTSchen Beispiele alles darauf beruhte, dafs im einzelnen 
Wurfe Wappen und Schrift die gleiche Wahrscheinlichkeit hatten, 
so wird auch in unserem Beispiele nicht aus der Unwissenheit ge- 
folgert, sondern es wird vorausgesetzt, dafs in dem Platze einer 
jeden Karte mit gleichem Recht eine rote oder eine schwarze sich 
befinden könne. Dann erst sind die Fälle 



als gleich wahrscheinliche anzusehen. Giebt man das nicht zu, so 
sehe ich nicht — unbeklimmert um die Fassung und Begründung 
in den Lehrbüchern — , wie man jener Antinomie und im weiteren 
Sinne den uferlosen Erwägungen von v, Kbies aus dem Wege 
gehen wollte. 

Woran mag es nur liegen , daft die so einfache Forderung, 
mathematische Aufgaben, an denen die Kombination sich üben und 
ausbilden sollte, nach ihren Voraussetzungen zu beurteilen, ver- 
borgen bleibt, und dafs man jene harmlosen Übungsbeispiele in 
endlosen Deutungsversuchen hat diskreditieren können? Die eben 
deshalb an die Spitze gestellte Aufgabe D'Alehlerts giebt bei 
näherer Betrachtung jede erwünschte Auskunft, Das Kapitel von 
der Wahrscheinlichkeit a priori ist immer als Faden einer wohl- 
bekannten Praxis abgesponnen worden. Nur so war es möglich, 
dafs man nicht blofs das Spiel, sondern auch den Spieler mit in 
die Voraussetzungen aufgenommen hat. Was dieser thut oder thun 
za mtlssen glaubt, ist völlig gleichgültig. Wie er zählen soll, lehrt 
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die Disziplin; was er zählen soll, folgt aus den Bedingung) 
Spiels; äind diese nickt scharf beachrieben, so soll man lieber auf 
das Zählen verzichten. Eine Aufgabe, die verschiedene ÄnsKize 
und Resultate ergiebt, ist unbeetinuut; ^ und | nebeneinander be- 
ziehen sich sichtlich auf verschiedenen Sachvei-balt, der sich ohne 
weiteres in beiden Formen herstellen läfst. Hat man den Begriff 
der Rechnung deünicrt, so bat man der Kombinatorik die Thore 
geöffnet, die nur auf Grund fester Voraussetzungen, auf einem 
sicheren Boden Bedeutsames zählen kann. Von Irrtümera, die hier 
bei der steten Kontrole der Mathematiker so gut wie auegeschloesan 
sind, wimmeln nur die Auslegungs versuche. Kein Wunder 
angesichts der unbestimmten „Ereignisse", des „Rechts der lOrwi 
tung" und der ebenso überflüssigen als völlig unklaren psyuboli 
sehen Deutung , der noch weniger befriedigenden Terminologie 
die mit apriorisclier und aposteriorischer, subjektiver, objekti' 
abstrakter und empirischer Wahrscheinlichkeit, mit Ursachen und 
Bedingungen fast so umspringt, als könnte man die Bezeichnungen 
aus einer Urne ziehen, es schwer gemacht wird, sich nur einiger- 
mafsen in den Sinn der Disziplin zu linden. Auch die Yerquickung 
mit statistischen und versicherungstechnischen Problemen, die ao 
wenig als die ersten theoretischen Entwicklungen hinreichend vor- 
bereitet werden, trägt einen Teil der Schuld. Und wo es die Ge- 
wissenhaftigkeit des Schriftstellers verlangt , auch philosophische 
Erörterungen mit in den Kauf zu geben, ist es fast noch schlimmer. 
Was soll man dtizii eagen, wenn Detinitionen von Spinoza mit in 
den Text verwebt werden, wenn ferner das, was aus der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung in das alltägliche Leben gedrungen ist, nun 
wieder verwandt wird, um das eigentümliche Mafs erst zu begrfiB- 
den, und wenn nun gar der so vieldeutige Begriff des Zufalle, ohne 
den Versuch einer Erläuterung, mit in die Aktion tritt? Dieaer 
Litteratur gegenüber ist es wahrhaft erfrischend, in Schriften, wie 
sie uns v. Kbies und Stumpf geliefert haben, die Zumutung und 
Anregung zu finden, die Grundgedanken der eigenartigen Disziplin 
nochmals durchzudenken, in der LorzE „die grofaartige logische 
Leistung" erblickt, „die der erflnderiache moderne (Jreist den be- 
wunderungswürdigen, aber unfruchtbaren Theorien des Altdrtunu 
entgegenzusetzen hat". 

Man wird es dalier entschuldigen, wenn im folgenden wiedamia 
an Kontroversen angeknüpft wird, welche sich an die Kamen 
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Q Schriftsteller und an Fragen anreihen, die in diesem Kapitel 
zar Verhandlung stehen. 

Es ist nichts anderes, ob die gl eich wahrscheinlichen Fälle sich 
unmittelbar aus einer Aufgabe ergeben, wie bei den Kugeln von 
bestimmter Farbe und bestimmter Verteilung in einer festen Zahl, 
oder ob man eben den Fall, der zur Beurteilung steht, zurückführen 
muXa auf Wahrscheinlichkeiten, die erst Elemente in neu zu kom- 
binierenden Grundlagen zu suchen haben. Im Beispiele von 
lyALBUBEBT war die Wahrscheinlichkeit für Wappen und Schrift 
je j, für jede Variation beider Möglichkeiten nach dem Satze von 
den zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten 

und, da von diesen Variationen 3 der Aufgabe entsprechen, die 
Wahrscheinlichkeit fUr mindestens Imal Wappen in 2 Würfen |. 
Es ist nicht unsere Absicht, die Rechnungsregeln hier abzuleiten, 
da in der That in der Wahrscheinlichkeitsrechnung a priori sich, 
wenn Ubf^rhaupt von solchen geredet werden kann, keine anderen 
Grundsatze als die in der Definition verwerteten vorfinden. Alles 
ruht auf den gl eich wahrscheinlichen Fällen, und diese sind durch 
eine einfache Abzahlung zu ermitteln; setzen sich indessen die Fälle 
zuaammen, so mufs man natürlich auf ihre Elemente zurückgehen. 
Man sieht, dafs ein qualitativer Unterschied des Urteils weder be- 
absichtigt noch erreicht wird. Kann hier mit gleichem Recht eine 
rote oder schwarze Karte liegen, so wird aus dieser einen Annahme 
alles andere gefolgert. Der Unterschied liegt also nur in den mathe- 
matiacheti Anforderungen, die an den Urteilenden gestellt werden; 
er fitllt für den im Kombinieren Geübten vollständig hinweg, wenn 
man will, and logisch kann man von dem Kechte Gebrauch machen, 
als Prämissen solche zu verwenden , die schon auf früher Fest- 
gestelltem ruhen. Wenn Jacobi ') recht liatte, zu sagen: „Die 
Mathematik ist die Lehre von dem, was sich von selbst versteht", 
so bietet die Mathematik ja nur die einzige Schwierigkeit, den 
Standpunkt zu erklimmen, von dem aus ein Zusammenhang unter 
den Gröfsen als selbstverständlich erscheint. Ein Unterschied im 
Werte des Urteils kann also durch gröfsere Anforderungen an den 






<] Ich verdanke die Kenntnis des Aasepnmks einer mündlichen Mittei- 
meines verstorbenen Lehrers M. A, Btbsk. Die Änfsening verlsngt ein 

gmiiim eaÜB itnd boU wohl die Lehre Kahts von den synthetischen Urteilen 

nicht kritisieren. 
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mathematiBchen Blick weder entstehen, noch ist man genötigt, 
den von v. Eribs unterschiedenen ursprünglichen und abgoleiteten 
Spielräumen einen Zwiespalt in die ganze Betrachtungsweise za 
bringen. Diese Differenz, die im Grunde nichts andere« bedenl 
als die Anforderung eindeutiger Bestimmungen ftlr die Äufgal 
ist in den von v, Kkies besprochenen Beispielen sofort behol 
wenn man ihnen das Piedeatal fester Voraussetzungen giebt. Seine 
Kritik schiefst Über das Ziel hinaus, wenn sie von uubestimmten 
Aufgaben auf die WillkUr der Ausätze schliefst. Er ist auch von 
dem Vorwurf nicht freizusprechen, dafs er selbst Aufgaben stel 
die Niemand als solche ernstlich behandeln würde. 

Weil hin und wieder gegen die Präzision gefehlt wird, ist 
allgemeine Verfahren nicht schlechthin zu verwerfen. Man mObte 
sonst auch die Sätze der Mathematik, die nicht alle ihre Voraus- 
setzungen aufzählen, für minder sicher halten, aU die ersten Prin- 
zipien, während auch hier zugegeben werden wird, dafs bei diesffit 
die eigentlichen Schwierigkeiten für die Erkenntniskritik ruhen. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat nun, wie wir gezei 
haben, keine Axiome, sondern flir sie giebt die Basis nur eine 
ständigung Über ein Mafs, das, wie jedes andere, auch auf 
Übereinkunft fufst. In Beispielen, die als in gewissem Sinne mal 
matische bezeichnet werden, hat man aber zweifellos das Recht, 
Voraussetzungen zu machen, die zwar willkürlich sind, aber niemals 
den Schlufs zulassen, dafs der Ansatz es ebenso sehr sei. 

Von diesem Standpunkte entschwinden denn auch alle Zwei: 
die von V, Ebies gegen die Urnenbeispiele gerichtet werden, «oft 
sie eine zahlenmäfsige Angabe über die Kugeln nicht enthalten 
nur voraussetzen, dafs Kugeln von verschiedener Farbe, von 
bekannter Zahl und Mischung darin sich vorfinden. 

Wir haben oben beanstandet, dafs man von einem WUrfel at 
sage, die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Seite sei ^ \, gleii 
viel, ob man voraussetzt, dafs er genau, oder auch nur, dafs 
ihn nicht kenne, und dafs er sonst beschaffen sei, wie er wol 
Wie werden wir uns nun zu dem Bedenken von v. Ebies verhalten, 
der befremdlich findet, dafs die Wahrscheinlichkeit, eine ti^ Engel 
aus der Urne zu ziehen, \ sei, ob wir wissen, dafs in ihr gleichi 
«■ und s Kugeln ruhen, oder ob wir nur über das Vorhaudenaei 
w und s Kugeln, aber nicht über ihre Verteilung unterrichtet sind' 
Sehen sich die Einwürfe nicht ähnlich wie ein Ei dem andern' 
Der Blick trUgt nicht, aber in dem v. EBiEsschen Beispiele ist doch 
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^wiSttges Moment übersehen, da.a mit einem Schlage die Position 
verHndert. 

Wer die Urne mit unbekaantem MiBchungsvorhftItnis zur Auf- 
gabe darbietet, der läfst nicht au» unserer Unkenntnis folgern, wie 
Stumpf meint, sondern er giebt uns zugleich als BeatimmungsstUck 
der Aufgabe die gleiche Wahrscheinlichkeit einer jeden möglichen 
Mischung. Dafa in den Lehrbüchern dieses Datum nicht immer 
ausdrücklich ausgesprochen wird, kann nicht davon zurückhalten, 
es für notwendig zu erklären. Wenn die gleiche Verteilung der 
Kugeln gegeben wird, so heifat das nicht« anderes, als dafs an jeder 
Stelle mit gleichem Recht eine w oder s Kugel aich befinden kann, 
denn wenn auch das wirklich vorhandene, aber unbekannte Mischungs- 
verhältnis dies nicht zulassen würde, so entspricht doch einem jeden 
ein anderes, in dem die Verteilung völlig ajmimetrisch hierzu vor- 
banden ist Vom Ziehen wollen wir einmal ganz absehen. £s hat 
keinen Zweck und führt keinen Schritt weiter, sich mit allen 
Eventualitäten, die mit den Bewegungen der Hand oder den Funk- 
tionen irgend eines künstlichen mechanichen Apparates zusammen- 
hängen, abzuplagen. 

Welche von den unendlich vielen Kombinationen, die sich auf 
Zahlen Verhältnis und Mischung beziehen, vorhanden sein mag, immer 
kann sowohl eine ic als eine s Kugel die Stelle ausfüllen; so un- 
gefähr heifst es auch bei Stumpf. 

Kann ich denn das aber wirklich aus meiner Unkenntnis über 
alle Verhältnisse schlietsen? Wer sagt mir denn, dafs die unendlich 
vielen Kombinationen immer mit der Parität, die notwendig ist, 
eine jede von beiden Farben bedenken? Trete ich an den Fall 
in Wirklichkeit heran, so mülste ich bei der Annahme unendlich 
vieler Kugeln immer zugleich fingieren, dafs auch das „unendlich" 
bei beiden Farben von gleicher Ordnung ist; sonst könnte ja doch 
trotz der unbestimmten Gröfsen wenigstens ihr Verhältnis einen 
endlichen Wert haben und so die Gleichheit direkt gestört zu denken 
sein. Hier ist eine Urne voll Kugeln, von denen eine jede dasselbe 
Gewicht gewöhnlicher Kohle oder Diamant verborgen in sich 
schliefst. Zahl und Mischung wird nicht gegeben. Ist dann auch 
die Wahrscheinlichkeit für K oder i) = J ? Die Seltenheit des 
Diamant, die Gemeinheit der Kohle legen nahe, eine gröfaere Wahr- 
scheinlichkeit für den ersten Fall anzunehmen. Zahlengemäfs dieses 
Wiäsen, das auch Stumpf veranachlagt haben will, zu verwerten, 
bietet sich nicht der geringste Anhalt. Ea wäre absurd, hier Über 
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cias Vorkommen von gewöhnlicher Kohle und von Diamant etwi 
statistische Ermittelungen heranzuziehen. Auch zur Ahachitteung 
reicht das, was ich weiCs, durchaus nicht hin, und man mufs sagen : 
die Wahrscheinlichkeit Iftfat sich weder mathematiBch noch sonst- 
wie angeben. Es kann sein, dafs ein D gesogen wird; es kano 
aber auch nicht sein. Wir müssen Daten haben, die eine «thlen- 
mälsige Disjunktion wirklich zulassen. Wenn uns nun gesagt wird, 
daÜs der Behälter absichtslos und ohne Kenntnis des Inhalts au« 
einer Anzahl genommen ist, die alle Mischungsverhältnisse reprKaen- 
tiert, dann wird die Sache ganz anders. Dann sind die Kombi- 
nationen, weloJie Zahl auch Oberhaupt in der Urne und in welcher 
Mischung sie gefllllt ist, ein Mittel der Rechnung, die mit 
Exaktheit dem Begriffe der Wahrscheinlichkeit gerecht 
kann — obwohl das Resultat j sodann, wie wir sehen werden, 
Rechnung gar nicht bedarf. 

Aber schon wenn wir nur wUfsten, dafs die K und D in der 
Fabrikation in gleicher Zahl hergeeteUt zu werden pflegen, könnten 
wir hierauf rekurrieren und nach unserer Kenntnis als Voraussetzung 
aussprechen: jede Stelle kann sowohl ein Ä" als ein D ausfüllen, 
vorausgesetzt, dafs die f^lung ganz absichtslos aus einem sehr 
grofaen Vorrat entnommen worden ist Einen andern Sinn vei^ 
mOgen wir allen jenen Beispielen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
nicht beizulegen, die aus der ganzen Sphäre heraus, in der sie sich 
bewegen, schliefaen lassen, dafs a priori, d. h. nach unserer vor- 
herigen Kenntnis, eine jede w Kugel soviel Rechte zu beanapruchea 
hat, als eine s oder r, eine jede rote Karte soviel als ihr scbwarsea 
Pendant. 

Die logische Disjunktion kann allein niemals eine Wahrschi 
li chk ei ta aussage stützen, und legt man sie dem Begriffe als 
Wesentliche unter, so kommt die Rechnung, die ja mfiglich 
über eine Symbolik nicht hinaus, welche dem Wesen der Messt 
völlig zuwider ist, weil wir mit Symbolen wohl etwas deuten 
Teranschaulichen können, aber nicht objektiv zu vergleichi 
Stande sind. Die Wahrscheinlichkeit g unter allen Umständen 
«in Symbol unserer völligen Unentschiedenbeit anzusehen, hat 
sehr plausibeln Schein Blr sich; ea wäre überaus wichtig, zu wisat 
ob diese Darstellung eines logischen Verhaltens der Walirscheinlt« 
keitsrechnung im Oebrauch vorangegangen ist, oder ob sie nur 
vielen ahnlichen Wertungen , die im gewöhnlichen Leben ohtie 
hörige Legitimation herumlaufen, den Niederschlag bedeutet, 
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von d«r in ihren Elementen so leicht zu popularisierenden Wissen- 
schaft erst ausgebt. Hatte Hohe mit seiner Deutung des Kausal- 
begriffs als eines Produktes der Gewohnheit sicherlich nicht recht, 
so giebt die alltägliche Beobachtung nicht allein, sondern die ganze 
Litteratur der Wahrscheinlichkeitsrechnung doch die Frage auf, wie 
ein G«wohn h ei tß unrecht sich so einnisten könne, dafs man Usur- 
pation und rechtmJifsigen Besitz kaum mehr zu trennen vermag. 
Setzt man jene gleiche Wahrscheinlichkeit für jede w oder s Kugel 
nicht voraus, so kann man sie aus der Unwissenheit nicht folgern, 
ohne den ersten Begriff zu degradieren. Was sonst den Kugeln recht 
ißt, niufs den regelmfifsigen Körpern billig sein. Oder will Stumpf 
wirklich seine Wahrscheinlichkeit J ftlr das Tetraeder (s. o. S. 77) 
durch die unendlich vielen Kombinationen flir jeden Körper, die denk- 
bar sind, gestutzt wissen ? In letzter Linie sagt doch auch das Urnen- 
beispiel nichts anderes als: Wird die Kugel, die zwar jetzt nicht in 
meiner Hand ist, aber es demnächst sein wird, s oder ir sein? 
Genau wie heim Tetraeder, denn die Urne mit ihrem für das Urteil 
jsentlich unbekannten Inhalt ist doch nur Staffage, Alle Daten 
1 logisch scharf dieselben in dem einen oder dem andern Falle, 
ifern nicht die gleiche Wahrscheinlichkeit für m' und s, wie wir 
vorausgesetzt ist. Ja, dann ist ja aber das Urteil j ganz 
selbstverständlich? Man vergleiche Jacobi. 

Wenn Stumpf nun auch die Bedenken gegen die Thatsache, 
einmal aus gleicher und dann aus unbekannter Verteilung dieselbe 
Zahl I zu schliefsen, bestimmt zurückweist, so macht er doch, wenn 
auch sehr verklausuliert, die Konzession eines verschiedenen Er- 
kenntnis wertes, „Man könnte wohl sagen" und dann: „Demselben, 
richtig bestimmten, mathematischen Wahracheinlichkeitsgrad eines 
und desselben Ereignisses kann man einen VL-rschiedenen Wert zu- 
schreiben, je nachdem wir uns über wenige oder über viele Um- 
stände in absoluter Unkenntnis nach der Seite der u' wie .i Kugeln 
befinden. Denn es ist immer besser, wenigstens in theoretischer 
Hinsicht, mehr zu wissen, als weniger, und unvernünftig wäre über- 
haupt Jede Wahrsclieinlichkeitsbestimmung, welche nicht auf so 
vielen Kenntnissen rahte, als augenblicklich zu erlangen sind." 
K Die mathematische Wahrscheinlichkeit soll, was auch immer, 
^k doch wohl objektiv messen. Der Erkenntnis wert oder der Wert 
Hbee „Wahracheinlichkeitsgradea" scheint aber denselben allgemeinen 
Einforderungen an seine Bedeutung genügen zu mUsaen, wie irgend 
ein anderes und wenn auch nur graduelle Verschiedenheiten mar- 
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kierendee MaTs. In der Mathematik scheidet man höhere und 
niedere nach den Ansprüchen, die aie an die Vorbildung stellt, aber 
der Wert einer Bestimmung pflegt doch nicht gering geschätzt zu 
werden, weil 03 sich nur um ein Dreieck und nicht etwa um ein 
elliptisches Integral handelt. Man kann einen Satz vielleicht nach 
seiner Fruchtbarkeit in der Anwendung, sei es in theoretischer, sei 
es in praktischer Hinsicht, höher für die Wissenschaft veranBchU^n, 
aber der Unteracliied , den Stükpf zuzagebon scheint, ist doch der 
Mathematik und der Theorie vom Messen, sofern sie sich mit einem 
und demselben Mafsstab beschäftigt, wiederum völlig fremd. Die 
Worte „wenigstens in theoretischer Hinsicht" gestatten die Deutung, 
dafa Stcuff an die Wette gedacht hat Denn hier ist es gerade 
umgekehrt. Wenn A und B wetten, so ist die Chance ngleichht 
nur bei absoluter Unkenntnis beider hergestellt. Je weniger 
geben ist, um so besser. Bei unbekanntem Misch ungsverhfili 
wird A, wofern auch nur ein Zweifel über die Unbefangenheit des B 
vorhanden ist, nur dann wetten, wenn ihm die Wahl der Farbe 
tiberlassen bleibt. Auf die Gefahr hin, paradox zu scheinen, be- 
haupte ich, dafs man aus der Chancengleichheit, der gleichen Wi 
scheinlichkeit zu gewinnen, nicht auf die Wahrscheinlickeit J d( 
zur Wette stehenden Falles schliefsen darf. Es ist umgeki 
richtig, aber wenn Jemand rationell erweise wetten kann, so n&ij| 
das noch gar nicht, sich dem Denkzwang der Wahrscheinlichkeit 
zu fügen. Niemand muTs wetten, aber zum Denken, scharf 
selbe zu denken, muls mau ihn zwingen können, wenn er sonct 
über den Denkinhalt aufgeklärt zu werden imstande ist. Um eine 
Theorie des Wettens aber hat sich der Psycholog zu klimmem, 
nicht der Logiker und auch nicht der Mathematiker. Die Wahr- 
scheinlichkeit \ ist richtig, oder aie ist es nicht ; ein Drittes giebt' 
nicht. Oder sollte man, weil man gar nicht ins Klare komin< 
kann, angesichts des Streites der Gelehrten, sagen: Die Wal 
scheinlichkeit ist \, dafs die logische, und |, dafs die mathematii 
Deutung gleich wahrscheinlicher Fälle richtig ist'? Ich bekenne ai 
richtig, dafs ich angesichts der Kontroversen sclu- oft auf dies« 
Standpunkt mich befunden habe, ein Tribut, den ich dem „logisobeal 
Standpunkt als eine vorläuäge Ausflucht gezollt habe. 
hätte völlig recht, zu behaupten, dal's unser intellektuelles Vertutlion 
in beiden Fällen ein wesentlich verschiedenes sei, dafs in dem 
ersteren Falle die Gleichsetzung ^^»1''^') ^° objektiv beatehendi 
und uns bekanntes Verhältnis eine ganz positive Begründung" 
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fllhrt, „welche in dem andern Falle niclit gleichermaben nach- 
zuweisen ist", wofern nur im zweiten Falle eine ganz beliebige Urne 
in den Beispielen gemeint wäre. Das v. KBiKsache Labyrinth von 
Vermutungen, die sich an dieselben knüpfen könnte, wird durch 
den Faden der Kombinationen, der von Stumpf abgerollt wird, 
nicht passierbar. Denn er ist nicht aus festem Garn, sondern selbst 
wieder ein Truggebilde, wenn nichts individuell Abzahlbares da 
ist, was EU kombinieren ist. Es ist nur möglich, dafs an jeder 
Stelle eine tc oder eine s Kugel sein kann. Alles andere soll Ja 
ausgeschlossen sein, und auf die Thataache, dafs kein formales 
Kriterium der fixiatenz der einen oder andern Kugel widerspricht, 
hat man nicht nOtig zurückzugehen. Dafs es aber nun durch unsere 
Unwissenheit „gleichmöglich" werden soll, kann keine Definition 
glaubhaft dekretieren, ohne den Faden der Ariadne mit dem Zopfe 
MUncbhausens zu verwechseln, 

V. Kries hatte die übliche Erwägung, bei unbestimmter Mischung 
alle Kombinationen als gleichwahracheinlich zu setzen, also bei 
n Kugeln die folgenden Annahmen 

«5; in—l)s,lw, (n~3)s,2w; 3s, (n-ÄJw; 3s,(n-l)w', nw 

beanstandet; Stühfk findet dieselben ebenfalls irrtümlich, und wir 
leaen bei ihm : 

„Ich mufs hier gestehen, dafa mir die herkömmliche Berechnung 
irrig erscheint. Kries hat sich ein Verdienst erworben, indem er 
sie in Zweifel zog. Aber nicht kann ich zugeben, dafs ein fester 
Ansatz überhaupt unmöglich wäre. Bei gegebener Anzahl n und 
unbekanntem Mischungsverhältnis ist, da jede individuelle Kugel 
gleichgut s und w sein kann, die Berechnung genau dieselbe, wie 
wenn ich w mal (nacheinander oder gleichzeitig) mit der MUnze 
werfe. Die Kombinationen : n weifse oder n schwarze Kugeln sind 
weniger wahrscheinlich als die gemischten, und bei diesen wiederum 
richtet sich die Wahrscheinlichkeit nach der Anzahl der möglichen 
Permutationen " — und weiter: 

„Also diese allerdings weittragende Korrektur der älteren, nur 

auf einer Inkonsequenz ruhenden Berechnung erscheint notwendig. " 

Der letztere Satz ist kaum verständlich, wenn uns über das 

von uns oben herangezogene Kartenbeispiel wenige Seiten später 

(S. 75) eröfihet wird: 

^Aber hier ist die übliche Einleitung doch allein konsequent", 
die Aufgabe, alle Fälle für ziwei Karten von unbekanntem 
bungs Verhältnis zu diskutieren, im Sinne der soeben als neu 
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konstatierten Weise gelöst wird. Die beiden Karten können sich 
erweisen als 

Imal STy 2mal Ir ISy Imal S$. 

Dafs es nur zwei sind, macht doch nichts aus, und dafs Karten 
und keine Kugeln im Spiele sind, hingegen die Urne fehlt, ist be- 
langlos. Stumpf fUhlte sich an D'Alembebt gemahnt; haben wir bei 
den Kugeln nicht denselben Scherben zu zerschlagen? Die logische 
Disjunktion ist durch die Fälle beide r, beide Sj beide verschieden 
völlig erschöpft; was geht sie die verschiedene Anordnung an, wenn 
ihr das nicht durch die realen Beziehungen nahegelegt wird? 

Nicht um diese Versehen aufzudecken, haben wir die obigen 
Stellen wiedergegeben, sondern weil sie geeignet sind, die logische 
Theorie völlig zu entwaffnen. Dafs Poissok, an dessen Namen sich die 
Kritik von v. EotiBs und Stumpf knüpft, permutiert, wo er permutieren 
mufs, davon kann man sich leicht überzeugen. Aber wenn die Frage 
nach dem Zug einer u; Kugel bei unbekanntem Mischungsverhftltnis 
gestellt ist, hat man im Grunde weder Kombination noch Per- 
mutation nötig. Die vollständige Symmetrie giebt hier schon den 
hinreichenden Aufschluls, immer unsere objektiven Voraussetzungen 
als notwendig festzuhalten^). 



1) In der Vierteljahrsschrift för wissenschaftliche Philosophie (Jahrg. 
1892) hat Ad. Nitschb den Fall f&r 2 Karten gerechnet: „Welche Wahrschein- 
lichkeit besteht, dafs die eine dieser Karten rot ist? Die Antwort lautet: 
Für den Fall, da(s beide schwarz sind, ist die verlang^ Wahrscheinlichkeit 
OB 0, für den Fall, dafs beide rot sind, »> 1, für den Fall^ dsXs eine schwan, 
eine rot ist, = \; somit ist die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit für alle 
diese F&lle = i.*^ Ferner heifst es dort: 

„Zur Veranschaulichung, dafs diese Obereinstimmnng nicht für den 
Fall von 2 Kartenblättem zufällig eintrete, seien noch folgende F&Ue vor- 
geführt: Gesetzt, es seien in einem Gkfäfse 8 Kugeln, so kann die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs eine einzelne derselben schwarz oder weifs sei, »» ^ ge- 
setzt werden. Nimmt man aber an, es seien entweder alle 3 weifs oder 2 
weifs, eine schwarz, oder 1 weifs, 2 schwarz oder alle schwan, so eigiebt 
sich als Wahrscheinlichkeit, dafs weifs gezogen wird, 

für den ersten Fall = 1 

„ „ zweiten „ = | 

„ „ dritten „ = i 

n n vierten „ = 

also für den Durchschnitt «= } <= |; 
bei 4 Kugeln und gleicher Berechnung ergiebt sich als Durchschnitt 

(l + i + l + i + 0):5 = i:5«4; 
wären 3 Farben, so wäre die Wahrscheinlichkeit «= j nach der alten Methode; 
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Wie soll man sich nun aber denken oder vorstellen, dals eine 
Urne, die nur weilse oder nur schwarze Kugeln enthält, viel weniger 



bei 3 Kugeln aber würden sich nach der zweiten Methode folgende Korn* 
binationen ergeben, deren jeder die auf „weifs'' entfallende Wahrscheinlich- 
keit beigesetzt ist: 

8 schwarz 

2 „ 1 weifs i 

2 „ 1 rot 

1 „ 2 weifs I 

1 „ 1 „ 1 rot ... ^ 

1 „ 2 rot 

3 weifs I 

2 „ 1 rot I 

1 n 2 „ i 

3 rot 

V:10 = i.« 
Wir haben die ganze Stelle wiedergegeben, teils um die Ausfohrlich- 
keit unserer Darstellung zu rechtfertigen, teils aber der unleugbaren An- 
schaulichkeit wegen, mit der hier gezeigt wird, wie unten erscheinen mufs, 
was oben hineingethan worden ist. Stumpf findet die Bechnung seltsam; 
das ist sie, weil sie nicht nötig und ohne feste Voraussetzung bedeutungs- 
los ist. Aber unschwer wäre doch die Obereinstimmung mit seiner eigenen 

Formel (S. 65) 

1 + 2 + 3 hn . 

n(n + l) ""* 
zu erkennen gewesen. Die sich anschliefsende Bemerkung Stumpfs: „Ich 
verstehe nicht, wiefern die Wahrscheinlichkeit, dats eine der Karten rot sei, 
für den Fall, dafs eine rot und eine schwarz ist, noch ==: \ und nicht viel- 
mehr sa 1 sein soll,^ ist nun überaus begreiflich. Nitbohh hat die y. RauBssche 
Darstellung irreführend genannt; wie es scheint, hat er dessen Worte 

„Ist es nun richtig, zu sagen, dafs jede Karte ebensowohl rot wie 
schwarz sein könne, oder dafs unter zwei filarten mit gleicher Wahrschein- 
lichkeit keine, eine oder zwei schwarze anzunehmen seien?*' 
mifsverstanden, denn dafs für jeden Fall dieser Alternative die Wahrschein- 
lichkeit, dafs eine bestimmte Karte rot oder schwarz sein müsse, =» ( ist, 
hätte V. Rbies gewifs nicht bezweifelt. Leider hat nun aber Stumpf nicht 
bemerkt, dafs von Nitbche nur bei der „richtigen, d. h. konsequenten" Frage- 
stellung übersehen wurde, das zunächst benutzte Attribut „bestimmte** zu 
wiederholen, ein lapsus, der ja passieren kann. Im übrigen fehlt auch mir 
der Schlüssel zu der Auffassung des Herrn Nitsche, der sehr zuversicht- 
lich seine Korrekturen verkündet. Vor seiner neuen Terminologie würde 
ich mich nicht fürchten, obwohl an technischen Ausdrücken in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung schon ein Überflufs vorhanden ist. Was aber die 
Anmerkung: „Da ich gerade daran bin, v. RRisssche Aufstellungen nach 
meiner Auffassung zu berichtigen** u. s. w. betrifft, so legt sie den Wunsch 
sehr nahe, zu erfahren, was denn der Verfasser eigentlich gemeint hat 






100 



Die gkicIiKahr^cheirdiehen Fällt. 




wfthrBcbeinlich sei, als jede Miscfauog, wenn man von i 
nichts weü'a? Man vergleiche nur zahlengemäfa , und der gesund 
Menschenverstand wird staunen, welcher ganz wunderbare Fall e 
ihm bietet, wenn er einmal eine Urne mit nur w oder n 
aufßndet. Und wenn ein alter Schriftsteller berichtete, dafs eine 
Urne mit 1000 weitaen Kugeln gefunden wurde, wo man nur 9 oder 
MO vermuten konnte, so wird man ihm nicht zu glauben brauchen, 

denn die Wahrscheinlichkeit daiUr wfire siöoü- ^ S^^^S^ Aazn nur 

die VorauHsetzung, „dafa wir absolut nicht wissen, ob eine absicht- 
liche Anordnung hergeatellt sei oder nicht". Darüber liefsen rieh 
von dem Schriftsteller auch noch beruhigende Versicherungen vor- 
aussetzen, aber nOtig war es angesichts der nackten, ohne Kommentar 
berichteten Thatsache nicht. Auch bei der andern Annahme wäre 
die Wahrscheinlichkeit t^Vt immer noch klein genug, um unsere 
Bedenken wachzurufen. Und doch lasse ich mir kein Tüpfelchen von 
den beiden Zahlen auf Grund der rein logischen Theorie hinweg- 
nehmen. Sie geben scharf alle denkbaren Fälle, und sie sind 
auch zweifellos real möglich im Sinne Kants, alao noch etwa« mi 
als jene Theorie des reinen Verstandee verlangt. Der gesunde Vi 
atand würde nun sagen, wie wir zuversichtlich glauben: ja datf 
sind aber die Zahlen für irgend eine Annahme, ein Urteil oder 
sonst ohne jede Bedeutung. Oder sollte nicht in letzter Stunde etwa 
ein gelehrter Forscher entdecken, dafs mit weifsen und schwanen 
Kugeln abgestimmt worden ist, und dafs die Urne eine von zweien war, 
die andere aber verloren gegangen ist? Wir wissen jetzt also etwas; das 
Wahrscheiolichkeitaurteil ist verändert, und infolge unserer Kenntnis 
wird die Wahrscheinlichkeit \. Ja, wann wissen wir denn aber gar 
nichta über die Dinge, wo wir schon ein disjunktives Urteil aus- 
aprechen können ? Wo haben wir denn die Begriffe her, mit denen 
wir so feine Kombinationen anstellen können? Das thut der Logik 
nichts; die hat es nur mit den Formen des Denkens zu thun. Zu- 
gegeben, aber dann werden ja diese Künste erst recht bedeutungslos, 
da sie niemals auf Entfaltung rechnen dürfen. Was ist dann noch 
im Sinne Lotzbs jener Syllogistik der Alten entgegenzustellen? — 
Eine leere Spielerei. 

Vielleicht sieht man zugleich auch ein, dafs der aristoteliachen 
Logik die ganze Betrachtung fremd war, wie die Begriffe Ohm and 
Ampere. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist keine Entdeckung, 
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idern eine Erfindung; was an ihr wichtig ist, ist es nicht, weil 
ea ist, sondern weil es zweckmäfHig befunden wird. 

Wie steht es nun mit der Wahrscheinlichkeit yhVi '"^^'" öYüöö 

bei der andern Auffassung? Wenn der alte Schriftsteller hfltte 
berichten können, dafs ein Jahr hindurch in X-Land nur Knaben 
Ktren worden sind, hatten wir dann nicht Ursache, die Kunde 
I sehr merkwürdig anzusehen? 

Oder wenn in einer Stadt, deren Bürger zur einen Hälfte 
Muller, zur anderen Schulze beifaen mögen, eine Versammlung von 
allgemeinstem Interesse ausgeBchrieben wird, und sich nun eine 
s^ahlreiche Gesellschaft zusammenfindet: würden sich die Herron 
nicht hüchlichst verwundern, wenn nur der Name Müller vertreten 
wäre? Auch hier müfsten wir wieder Voraussetzungen machen, da- 
mit nicht z. B. der Name des Einberufers unser Urteil ablenkt. 
Alle Bürger, auch die Schulze, mUssen gleich wacker und am all- 
gemeinen Wohl gleich interessiert und aufserdem müssen noch 
viele andere Gleichheiten gedacht werden, damit wir sagen können, 
dieser Vereinigung aller Müller konnte sich nur die Vereinigung 
aller Schulze zur kSeite stellen, und jede andere oder jede numerische 
^^Serteilung beider Repräsentanten ist a priori wahrscheinlicher ge- 
^^■Hen. Sollten wir wieder scharf urteilen, so müfaten wir voraus- 
^^■cen, dafs nach ihrem ganzen Charakter an jedem Platze des Saales 
^^Kt gleichem Recht ein Müller oder ein Schulze zu erwarten war. 
Wohl wissen wir, dafs dieser und jener am Erscheinen verhindert 
»ein wird; nur haben alle denkbaren Hinderungsgründe gar nicht 
die Tendenz, den Müller vor dem Schulze und umgekehrt zu be- 
voraugon. 

Beim MUnzwesen spielt der Begriff des Remedium oder der 
Toleranz eine gewisse Rolle. Die von dem Gesetze vorgeschriebenen 
Gewichts- und Legierungs Verhältnisse bei der Prägung scharf ein- 
zuhalten, hat technische Schwierigkeiten, so dafs ein Spielraum 
^^an etwa 2 — 3 pro mille, sowohl was den Feingehalt als das Gewicht 
^^^keht, zugelassen wird, und zwar sind die Abweichungen nach 
^^Bhn und unten erlaubt. Diese Erlaubnis nach der einen Seite 
^nraBzunutzen , gilt nicht als honette Münzpolitik, und die Münz- 
stätten verschiedener Länder prüfen sich daraufhin gegenseitig. 
Findet man bei einer Reihe von Versuchen an denselben MUnzen 
r Differenzen nach unten, so wundert man sich gar nicht erst 
iuber, sondern man nimmt an, dafs die Toleranzbestimmung ge- 
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mifsbraucht worden ist. Wenn das volle Gewicht sor Aasprfigong 
verwandt worden ist, so müfste auch jeder minderwichtigen Münze 
eine andere entsprechen, die etwas mehr wiegt, wofern man vor^ 
aussetzen dürfte, dafs der Defekt der einen Münze als Plus einer 
einzigen andern zu gute kommt Wieder beruht das schnelle Ur- 
teil auf der Annahme einer gleichen, objektiv begründeten Wahr« 
scheinlichkeit. Die begünstigenden Momente, die bei allen diesen 
Betrachtungen ausgeschlossen werden, können allerdings nur an- 
thropomorphistisch gedeutet und erklärt werden. Wir setzen überall 
unsere eigenen Gedanken in die Erscheinungen« Weil wir uns an- 
strengen, um einen Körper in die Höhe zu ziehen, mufs auch auf 
der andern Seite eine Kraft gesetzt werden, die ihn wieder zu 
Boden zwingt Wenn uns ein Teil der Kugeln besser gefiült, ab 
die anderen, so werden wir sie vor den anderen bei einer Auswahl 
bevorzugen. Man darf ruhig die Urne weglassen und die Kugdn 
in gleicher Verteilung, aber in sehr grofser Zahl offen präsentieren. 
Nimmt man dann einen von dem GManken der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung völlig freien Menschen, läfst man z. B. ein Kind 
nach Belieben sich Kugeln herausnehmen, so darf man getrost mit 
der Rechnung a priori die Wahrscheinlichkeit der Mischung, welche 
es zieht, bestimmen. Vielleicht trübt hier nur der Sinn ftür das 
Systematische, wenn das zu sagen erlaubt ist, die Richtigkeit des 
Urteils. Auch das Kind wird bald versuchen, eine gewisse Ord- 
nung in seinen Zug zu bringen, wenn es nicht allzu klein ist 

Wir haben nun häufig die Wahl zwischen verschiedenen Dingen, 
ohne irgend einen erdenklichen Orund fbr das Objekt angeben zu 
können, auf das unsere Wahl trifft Diese Gleichheit in den zur 
Wahl stehenden Dingen verlangen wir überall, auch, wo die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung ansetzt indem wir genau, wie wir Ejräfte 
setzen, eine Tendenz im Geschehen, die einen Fall vor dem an- 
dern bevonugte, leugnen. Jene WaUfireiheit, nur bedingt durch 
die Übereinstimmung der Objekte, übertrugen wir mit der Idee des 
Zufalls in das Geschehen selbst Damit heben wir mach in Gedanken 
die GesetimäCsigkeit in der Natur nicht auf. Aber wdchea Interesse^ 
oder wie wir es nennen wollen, sollte die Influenza haben, eher 
ein«» Müller als einen ^^hulze heimzusuchen? Sind abor sehr viel 
mehr Müller als Schulie vorhanden, so leuchtet auch ein, dats mehr 
Müller als Schulte von der Influenza befidlen werden können, und 
wenn jene Sladt lu * is von Müllers, lu ' it von Sefanlaes bewohnt 
wtiide, so wären die Versammlungen eine Znaammenaelsung zu- 
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■ gunsten der Müllera so gewohnt, dat sie eich zu wundern keinen 
AdIaFs gefunden hätten. 

Wo wir also jene Tendenz im Geschehen leugnen, sprechen 
wir vom ZufaU, von einem Begriff, der auf den ersten Blick Inuter 
negative Merkmiile zu haben scheint. Bei näherer Überlegung setzt 
er aber in den meisten Fallen sehr positive Bestimmungen voraus, 
mit denen man um so schärfer umzugehen hat, als sie eben eine 
negative Aussage stützen sollen. Es genügt hier niemals die Gleich- 
heit, die der Begriff durch seine wesentlichen Merkmale heratellt- 
Ein Baum ist nicht dieser Baum, und für diesen Baum kann ich 
keinen andern pflanzen, der in allen seinen Vcrhaltungs weisen 
den ersten vollständig ersetzte. Der allgemeine Begriff entbehrt 
aller der Bestimmungen, durch welche seine Repräsentanten auf 
einen bestimmten Platz in ihrem Verhalten angewiesen sind, und 
wenn ich ihn durch eine logische Disjunktion in seine Unterbegriffe 
suswickel& so sind auch diese wieder Vereinigungen für die ver- 
schiedensten Individuen mit ihrer Eigenart, die ich voraussetzen oder 
behaupten mufa, ob tch sie im einzelnen kenne oder nicht. Nur 
wo in alier Strenge lediglich Formales, und dasselbe von In- 
dividuen und zwar von einem jeden Individuum, ausgesagt wird, 
oder wo wirklich, wohl keine absolute Vertretbarkeit, aber eine 

IlÜB zur Un Unterscheidbarkeit vorhandene physische Übereinstimmung 
ptisgesagt werden kann, ist unserer Auffassung die Zuflucht zum 
SEufall gestattet, vorausgesetzt, dafa in dem Geschehen selbst nichts 
Bltselhaftes oder auch nur Unbekanntes verborgen ist. 
I Wie man auch die Beispiele einrichtet, immer kommt man auf 
pBne scharfe Übereinstimmung individuoller Elemente, die sofort 
gestOrt wird, wenn der Begriff neben seinen notwendigen Eigen- 
echaßen alle differenzierenden mitzuerwägen verlangt. Man 
denke an die regelmfifsigen Körper oder an sonstige mathematische 
Begriffe, die dach nur auf Gröfse und Gestalt als einzige Merkmale 
eiDgeschrSnkt sind. Welche FuUe von Möglichkeiten, die sich 
unserer Übersicht durchaus entziehen ! Und wo die scharfe Über- 
einstimmung künstlich hergesteUt wird, da treten so viele Neben- 
erwägungen ein, welche die Feststellung eines Zufalles im Sinne 
jener mangelnden Tendenz im Geschehen erschweren. Ea ist des- 
halb aufserordentlicb trügerisch, jene zum Teil fürmalen Beispiele 
de» Kalküls an der Hand von wirklichen Verhältnissen zu kriti- 
^«ieren, indem man den Sinn der Ühungsaufgaben beiseite läfst, 
Veno Stcsff die Mischungen in der Wirklichkeit für wahrschein- 



104 



Dif gUichinahrKehn)Uidi«i FäBc. 



licher hält, als die Anaammlung von Kugeln einer Farbe, so kann 
diese Aneiclit rein logisch nicht begründet werden, wenn aos auch 
jede Disjunktion vorspiegelt, es könne ein jedes ihrer Glieder, weil 
wir nichts wissen, a priori, d. h. aus Gründen des Verstandes, aU 
gleichberechtigt angesehen werden, 

Vielleicht hat nichts so sehr zu IrrtUmem Anl&Ib gegeben, ala die 
Bezeichnung der WahrBcheinlichkeit a priori. Dafs hiermit eine zeit- 
liche und nur eine solche Bestimmung gemeint ist, leuchtet ein, und 
doch hat sich inzwischen, wesentlich infolge der allgemein geläufigen 
KANTSchen Terminologie, eine Zweideutigkeit herausgebildet, die iits 
ao mehr zu täuschen imstande ist, als die aposterioriache Wabrachein- 
lichkcit, weil sie eben in der Anwendung auf vorangegangene Er- 
fahrungen hinweist, scheinbar den KANTschen Gegensatz für 
die WaJirscheinlichkeit in Anspruch nimmt. Das disjunktive Urteil 
auf Grund der gegebenen Einteilung und ihre objektive Geltung 
vorausgesetzt ist a priori im Sinne Kants. Das Wahrscheinlidi- 
keitsurteil, das sich auf die Einteilung stutzt, ist immer a posteriori 
denn es setzt die apriorische Bearbeitung des in der Anschauung 
gegebenen Inhalts notwendig voraus. Es gründet in einem 
]<Ixistential urteil und will thal^ächlich behaupten, dafs alle Falle, 
welche ea aufweist, auch wirklich existieren. In der mathematischen 
Aufgabe wird der ganze Erfahrungsinhalt nur hypothetisch be- 
hauptet und aus ihm die Konsequenz gezogen. Jenes ,aufhs5eD 
können" in der Definition Stoupfs mul's auf ein ExistentialurtetL 
zurückführen, wenn wirklich eine Wabrscheinlichkeitsauseago g< 
macht werden soll, die objektive Bedeutung für sich in Anspnu 
nimmt. Denn die Wahrscheinlichkeit „ist Wahrheit, aber di 
unzureichende Gründe erkannt, deren Erkenntnis zwar m&Qgelhi 
aber darum doch nicht trüglich ist," heifst es in der Kritik d. n 
Vernunft (S. 290 Kibchmann). Die Gründe sind unzureichend, 
aber sie seihst müssen doch nach den Regeln der transscendent&len 
Analytik erkannt sein. Die STCKPFsche Ansicht über die Mischungs- 
verhältnisse hat entweder anzunehmen, dafs man die Disjunktion 
aus der elementaren Einteilung (jede Kugel kann entweder s odi 
u> sein) herleiten müsse; dann wäre sie konsequent, obwohl eil 
einen Denkfehler begeht; oder aber sie sucht nach Gründen 
einem ähnlichen Verhalten; dann hat sie objektive Belege für ihre 
Hypothese herbeizuschaffen. Eine ganz lockere Analogie reicht 
aber zur Erkenntnis nicht aus, und ao ist auch für die Mischungs- 
verhältnisse die von Shthff herangezogene Analogie mit dem. 
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nmppeii- und Schriftapiel in der Luft schwebend; denn dafs an 
jeder Stelle mit gleichem Recht ir oder s erwartet werden kOnne, 
geben wir nur zu, wenn man einen ursprünglichen Vorrat von sehr 
vielen s und w Kugeln in gleicher Verteilung besitzt. Dann frei- 
lich braucht man nur blindlings eine Kugel nach der andern zu 
greifen, um den Fall Wappen und Schrift modifiziert zu erhalten, 
und dann erst kann man bicIi darüber aufs höchste verwundem, 
lauter Kugeln von einer Farbe getroffen zu haben. Sind also die 
Urnen aus einem solchen Vorrat absichtslos angefüllt worden, so 
sind auch die Permutationen Air die MischungsTerhältuisse zu ver- 
anschlagen. Die Aufgaben, in welchen das Mischungsverhältnis 
nicht gegeben ist, haben ihren guten Sinn, ob man M + 1 verschie- 
dene „Hypothesen" oder deren 2" macht; nur will hier dies Wort 
in dem Sinne Euklids verstanden sein. Ea sind eben nur Auf- 
gaben. Doch wird auf diesen Funkt bei Besprechung der BAVESchen 
Regel noch naher einzugehen sein. 

Wenn man von den Ühungsbeispielen ganz absieht und mit 
D'ALenfBEBT behauptet, dafs regetmäfsige Kombinationen in der 
Natur weniger wahrscheinlich seien, als andere, und wenn auch 
D'Albubebt darin einen Gegensatz zur Wahrscheinlichkeitstheorie 
aufzudecken sucht, so liegt die Frage hier zunächst ganz anders. 
Bei den Exempeln der Rechnung handelt es sich immer um An- 
ordnungen, die von Menschen herrühren. Sieht man von den Vor- 
aussetzungen der Lehrbücher ab, so wären hier eben deshalb die 
regelmäfsigen Kombinationen eher zu erwarten. Der Mensch liebt 
es, die weifsen von den schwarzen Kugeln fein ordentlich zu trennen. 
Wo sich allein nach der Nummer Unterscheid bares vorfindet, da 
dürfen wir immer mit der grötsten Wahrscheinlichkeit darauf 
rechnen, dafs die arithmetische Folge gewahrt ist, und wenn sie 
zu unserem Verdruiä gestört ist, stellen wir sie sorgsam wieder 
her. Was bei Stumpf eine lediglich logische Frage ist, ergiebt 
sich bei D'Alekbebt als eine naturphilosopbische. Man gerät mit 
ihr sofort in das Gebiet der Spekulation, wenn auch jenes Urteil 
auf eine noch so präzise Form gebracht sein sollte. 

In der Natur herrscht Kausalität und unter allen Dingen eine 
Wechselwirkung, ohne welche wir völlig an der Erkenntnis ver- 
zweifeln milTsten. Der Zufall, den wir innerhalb der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung voraussetzen, beruht immer auf einer Anordnung 
der dem Urteil unterliegenden Gegenstände — diesen Begriff im 
allgemeinsten Sinne als Objekt des Gedankens genommen — ; ihn in 
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die Natur seibat zu verlegen, biefse una des sicheren Fundsmeil 
der Erkenntnis berauben. Gleichviel, ob wir unter Fiktion eitMi| 
tendenziösen Geschehens von dem Würfel erwarten, dafä 
Seite in einer ^ofsen Zahl von Fällen sich annähernd gleich t 
wiederholt, oder ob wir die Koincidenz von 60 hellen Linien haf 
Eisenapektrum mit 60 dunklen im Lichtbande der Sonne auf e 
feste Ursache zurückfuhren, indem wir den ZufaU durch 
eigenste Natur ad absurdum fahren ; immer handelt es sich am eini 
Prüfung des Wirklichen unter Bedingungen, die wir ihm ' 
schreiben. Indessen ist es doch nicht der Wahrscbeinlichkeitsbrucli. 
den der berühmte Naturforscher seinen Entdeckungen mit^^eben 
hat, der die „Grundlage" für diese abgiebt. Wenn die Koincideoi 
sich ihm plötzlich geboten hätte, so wäre die Bestimmung auch 
nicht absolut notwendig gewesen, aber sie hätte doch wohl das 
beobachtete Verhalten charakterisieren können. Einem Aug« wie 
dem KiRcHBOFPs wäre sofort offenbar gewesen, dafs hier ein Zn- 
Bammenhang bestehen müsse. Wer denkt hier nicht an eiH^ 
ganze Reihe physikalischer Entdeckungen , z. B. an die LicBtll 
BEROschen Figuren; die regelmäfsige Anordnung des Staubes j 
dem Elektrophor entging seinem Blicke nicht, und mit einem Schi 
wufste er, dafs eine elektrische Erscheinung sehr wahrscheinl 
anzunehmen war. Kein Wahrscheinlichkeitsbruch aber hfitte i 
die Sicherheit geben können, die er erhielt, als er durch eJg« 
Anordnung die Figuren reproduzieren konnte. Die Uberseu) 
Kraft jedes Experiments im Vergleich zu einem ohne onaer t 
tbun ablaufenden Vorgange liegt darin, „dafs die Kette der üri 
Sachen durch unser Selbstbewußtsein hindurchläuft' (HsLUiOLTI^n 
Thats. d. Wahrnehmung S. 33). Wenn die Koinciden« je einet 
Linie sich geboten hätte, so wäre, die Rechnung mit dem Bruche 
) für die Alternative „Zufall oder nicht" zugestanden, jede willkü^^ 
liehe Wiederholung geeignet gewesen, die Wahrscheinlichkeit zu fl 
höhen, und nach 60 Versuchen wäre man bei dem bekannten Wci 
angelangt. Aber wir nehmen nicht Anstand, die „approximatii 
Schätzung" J für die Alternative „Zufall oder nicht" selbst i 
Standpunkte der logischen Theorie anzutasten, ohne auch nur 
entferntesten die KiRCHHOFFSche Theorie der Spektralanalyse i 
der leisesten Spur eines Zweifels zu betrachten. Die Diajuoktü 
lautet: Entweder eine feste Ursache oder eine KonstelUtion ■ 
Ursachen, die nicht im Zusammenhange mit dem Spektrum i 
Eisens stehen. W^oher weifs man nun, d.tfs die logische Disjui 
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ae einzige Konstellation von Ursachen zuläfst, die 
dem audern Gliede eine feste Ursache, die auf das Eisen und 
seine Natur zurückzuführen ist, gleichwertig entgegenstellt? Wir 
haben hier durchaus einen Fall, wo der gesunde Menschen- 
verstand für das Urteil voUstÄndig ausreicht, und wenn der groise 
Naturforscher sein Kalkül aufstellte, so galt es nur, die Zweifel zu 
heben, die sich der neuen und verblüffenden Thatsache gegenüber, 
die jetzt durch eine Fülle von Ergebnissen gestützt wird, von 
dem entfernten Himmelskörper etwas über seine Zusammensetzung 
auszusagen, wühl hätten geltend machen können. Überall aber, 
wo wir durch eigene Anordnung Ursache und Wirkung zur Ko- 
incidenz bringen, schliefsen wir alle auderen möglichen Ursachen 
aus. DaTs hier Tfinschungen möglich sind, soll nicht bestritten 
werden. 

Jene naturphilosophische Ansicht von D'Alehbert ist nichts 
als eine Analogie, die nach seinem Beispiel vom Würfel, der sechs 
gleichwertige Fälle zeigt und eben daher eine dauernde Bevor- 
zugung eines einzelneu sehr unwahrscheinlich macht, von der Natur 
verlangt, dafs sie sich ähnlich verhalte. Gewifs, wenn in der Natur 
ein ähnliches Verhalten durch den Gegenstand geboten wird, dann 
werden auch die regelmäfsigen Wiederholungen desselben Falles 
Ol, der mit a^ bis Ug iu Konkurrenz sich betindet, seltener sein, als 
die Mischungen von Ui bis ug. So wenig wir über jede Art der 
Fortpflanzung der Organismen wissen, so einleuchtend erscheint es 
uns, dafs nicht eine Zeit hindurch von den beiden gleichberech- 
tigten Reihen männlicher und weiblicher Individuen die eine aus- 
iliefslich oder in Überzahl zur Geltung komme. Aber wir können 

der Natur nichts a priori aussagen, das sich auf Erfahrungen 
Beurteilungen des Würfelspiels stützt. 

Die STüMPFsche Auffassung des Wahrscheinlichkeitshegriffs 
erhebt ja nicht den Anspruch einer objektiven Bedeutung in dem 
Sinne, dafs nun auch den Rechnungsresultaten etwas entsprechen 
müsse aufser der Disjunktion und ihren logischen Grundlagen. 
Aber sie erhebt zur Maxime unseres Denkens, dafs da, wo unser 
Wissen auf die Disjunktion eingeschränkt ist, die natürliche llicht- 
Bchnnr in der gleichen Verteilung der Individuen anzunehmen sei, 
die in jedem Teilungsbegriffe ihren Platz ünden können. Alle Be- 
trachtungen über die von ihren Voraussetzungen losgelösten Umen- 
beispiele führen ja bei ihm auf das Schema zurück: Wenn eine 
Kugel nur weifs oder schwai-z sein kann, ohne dafs irgend ein 
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Wissen das Urteil trübt, so ist eins so wahrscheinlich als das andere. 
Wollen wir aber uns in Wirklichkeit darüber irgend ein Urteil 
bilden, so fängt hier erst die Disjunktion der Möglichkeiten, die 
das Urteil leiten sollen, an, ganz in dem Sinne, in dem v. Kbies sie 
zu entwirren sucht. Denn niemals ist diese Disjunktion das einzige, 
was wir wissen, und wenn es dennoch so sein sollte, so wäre es 
ein „Spiel des Witzes**, mit jener Gröfse ^, wofern wir sie nicht 
als Versteinerung unseres Zweifels aufbewahren, auch weiter zu 
rechnen. Ich kann durchaus nicht einsehen, dafs sich der Fall 
dieser Kugel von dem Urteilsgegenstande unterscheidet, über den 
LoTZE sich in einem etwas andern Zusammenhange in folgender 
Weise belustigt: „Bevor irgend etwas sei, habe es gleiche Wahr- 
scheinlichkeit, dafs überhaupt etwas sei, und dafs gar nichts sei; 
eines ven beiden müsse aber stattfinden; folglich sei die Wahr- 
scheinlichkeit für das Dasein von etwas überhaupt = \\ dies Da- 
seiende müsse dann entweder nur eines oder vieles sein, mithin 
die Wahrscheinlichkeit für das Dasein vieler Elemente = ^, ebenso 
grofs die für das Dasein eines einzigen; endlich, wenn wir an- 
nähmen, es gebe n Elemente, so können sie entweder alle gleich 
oder alle oder einige verschieden sein; unter den m Fällen, die 
hieraus entständen, würde die Gleichheit aller nur einer sein, folg- 
lich ihre Wahrscheinlichkeit = ^ m.^ Warum sollte eine „reine 
Intelligenz** nicht so urteilen dürfen? 

Uns lag daran, zu zeigen, dafs die gleichwahrscheinlichen Fälle 
in den Beispielen inmier auf eine mathematische, g^ebenen Falls 
physikalische Gleichheit in allerschärfster Bedeutung sich stützen 
müssen, dafs die logische Gleichheit einen völlig andern Sinn hat, 
dafs femer die Analogie, welche die Abzählbarkeit der Disjunktions- 
glieder und die an sich zulässige Kombination mit fiktiven Ein- 
heiten behauptet, eben nichts mehr als eine Analogie ist, die aber 
so deutlich auch die Differenzen der Betrachtung aufzeigt, dafs man 
sie in der Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung durchaoB 
eher zu meiden als zu betonen alle Ursache hat 

Wenn in Wirklichkeit eine Urne gegeben ist, die Kugeln ent- 
hält, welche gezogen werden sollen, so stellen wir an die Über- 
einstimmung der Individuen die höchsten Anforderungen, Feine 
GröCsendifferenzen werden von der tastenden Hand nicht leicht 
bemerkt werden, aber jeder physikalische Unterschied in der Ober- 
fläche, Gewichtsabweichungen u. dgl. würden leicht empfunden und 
geeignet werden, das Urteil irgendwie zu dirigieren, so dafii auch 
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der Griff in die Urne eine mehr oder minder bestimmte Richtung 
aimehmen müfste. Wenn ein geachickter Taschenspieler eine Karte 
ziehen läfst, so ist für den Zug die Freiheit der Hand und also 
auch unser Wahrscheinlichkeitsurteil angesichts der carte forc4e zu 
inhibieren, sofern nicht auf die Freiheit des Kartenkünstlers, eine 
beliebige Karte zu produzieren, zurückgegangen ist. Das verändert, 
wie man leicht einsehen wird, die ganze Aufgabe. Das Ziehen der 
Karte ftlltt aus den Bedingungen überhaupt heraus. Jene scharfe 
physikalische Übereinstimmung ist nun lediglich eine Bedingung 
des Spiels, da sie ja in der Natur fast niemals, sondern nur auf 
Orund willkürlicher Anordnungen herzustellen ist. Wir haben 
aber ein Mittel, von ihr ganz abzusehen, wenn wir durch ein nach 
aUgemeiner Meinung völlig bedeutungsloses Merkmal eine Gleich- 
heit herstellen, die ganz und gar nichts mit den Vorgängen, die in 
Frage stehen, zu schaffen haben kann. Nicht dafs nicht auch jene 
absolute Gleichheit, auch wo sie nur fingiert werden kann, zur 
Unterlage von Wahrscheinlichkeits urteilen gemacht würde. Beob- 
achtungen, die verschiedene Resultate aufweisen, werden niemals 
verarbeitet, weil man von ihrer Herkunft nichts weifs, sondern 
weil man ihrem Ursprung die gleiche Wertschätzung entgegen- 
bringt. Man denke nur au die persönlichen Fehler, mit denen 
man ein Nivellement zunächst zu bewirken sich bemüht. Aber 
wenn man ein ganz indifferentes Merkmal, wie die Zahl oder den 
Namen, etwas rein Formelles, zum Einteilungsgrunde wählt, so 
wird das, was der Wahrscheinlichkeitsrechnung unterliegt, in durch- 
aus rationeller Weise geschaffen. Wofern mau in Deutschland 
statistische Untersuchungen auf alle Einwohner, die den Vornamen 
Karl oder Anna haben, beschränkte, so dürfte man sicher sein. 
ein Bild zu erhalten, das auch den Gesamtverhftltnissen entspricht. 
Nur dann, wenn uns durch die absolute Erkennbarkeit des — sagen 
wir gerade heraus — Zufalls jene Gleichgültigkeit des Geschehens 
gewährleistet wird, sind wir auch in der Lage, der Zahl allein 
eine Rolle im Geschehen zuzusprechen, wie sie implicite im Urteil 
ausgesagt wird, das in unserem Umenbeispiel (S. 62) die Wahr- 
acheinliclikoit 

U und ^ 
behauptete. Wir scheuen uns, auszusprechen, dafs so der Zufall 
Eom Erkenntnisprinzip erhoben werden kann, weil diesem „proteus- 
igen Gesellen", wie Windelband sich auedrückt, die verschie- 
toten Bedeutungen zugesprochen werden. Aber wenn die Be- 
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Schreibung unseres Verhaltens innerhalb der Wahrscbeinlichkeil^ 
disziplin richtig gewesen ist, so glauben wir auch, dafs die citierten 
Worte von Laplaoe: 

„mais rien ne porte h croire que l'an d'eux arrivera plutöt que 

lea aulres" 
keinen andern Sinn haben können, als eben jene völlige Beziebung»- 
loBigkeit zwischen dem Einteilungsgrund und dem , was wirklich 
geschieht, herzustellen, dafs zunächst bei Zahlengleichheit der unter- 
schiedenen Fälle ein jeder mit gleichem Recht wirklich gewesen 
sein, wirklich sein oder werden kann, während bei verschiedenem 
Zahlenverhältnis unser Urteil eben nur durch dieses abgeändert 
wird. Hier ist der Einteilungsgrund die Farbe der Kugeln, du 
Geschehen der Zug einer Kugel oder überhaupt die rSumli 
Anordnung, wann sie auch vorgenommen worden ist; dort ist er 
Seite des WUrfels, sofern sie vor keiner andern etwas voraus 
das Qeachehen der Wurf, und wenn wir irgendwo durch Numnienfl 
verzeichnet zweimal je 1000 Menschen wlifsten von gleichem Gesund- 
heitszustand, von gleichem Älter u. s. w., kurz, wenn wir ihnen 
Fiktion absoluter Übereinstimmung in gewisser Hinsicht Uberwei 
80 sind wir berechtigt, zu sagen, dafs die Wahrscheinlichkeit 
Nr. 875, gestorben zu sein, gröfser ist, als für Nr. 1875, wenn ni 
einer gewissen Zeit aus dem ersten Tausend 30, aus dem zweiten 
20 Todesfillle gemeldet wurden, und wer sich mit uns tiber die 
Rechnung geeinigt hätte, würde sofort mit den Zahlon 0.03 und 
0.02 operieren. Nur vergesse man nicht, dafs wir es sind, die in 
den beiden willkürlichen und bedeutungslosen Nummern den Zuäül 
geschaffen haben , und dafs nicht der natürliche Vorgang 
ist, den wir mit dem Umenspiel vergleichen, 

V. Kbies thut der alten Lehre unrecht, indem er in den matl 
matischen Aufgaben mehr sieht, als sie geben wollen. Bei ihl 
der die Einübung der Theorie, die mit der Definition des Begrifis 
fast erschöpft ist, an Beispielen, die nicht immer gut gewählt sind, 
mit der Praxis zu verwechseln scheint, drängt die naturwissen- 
schaftliche Art des Denkens fast auf eine Physik des Zufalls hin. 
Wenn er am Schlüsse seines Buches den Vorschlag macht, „die 
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsstttze auf die realen Zufall 
spiele ausdrücklieb nicht als unmittelbar logisches Ergebnis uns< 
Üngewifaheit, vielmehr als Satz von realer Bedeutung, als H; 
these" einzuführen, so weifs ich nicht, was eigentlich der Qe^l 
stand dieser Hypothese sein soll Kein Wahrscheinlichkeitaai 
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as^ etwas aus, das an irgend einer Hypothese aus der Disziplin 
selbst ein Interesse hätte. Der Zufall ist streng genommen keine 
Hypotliese, sondern eine Zuflucht, weil uns die Erklärung mangelt. 
Er ist das schlechthin Unerklärbare , sofern wir das Knäuel der 
Ursachen und Wirkungen, die Niemand leugnet, durch keine Ana- 
lyse au entwirren vermögen, und dies allein macht den Begriff so 
schwierig, weil wir ihm nur durch Illustrationen beikommen können. 
Nie rückt er uns um ein Haar näher. Physikalische Erscheinungen 
können doch immer auf einfachere Vorgänge reduziert werden ; der 
Zufall wird von einer Analogie zur andern geworfen , ein Uner- 
klärliches auf ebenso Unerklärliches scheinbar zurückgeführt, und 
wenn wir in der physikalischen Untersuchung keine letzte Ursache 
finden können, so ist es doch wenigstens ein festes Prinzip, die 
Kausalität, das wir als Notanker auswerfen, den wir aber in die 
Höhe winden müssen, um uns steuerlos auf dem Meere des Zufalls 
herumzutreiben. Denn die Theorie des Zufalls ist kein Steuer- 
ruder, allenfalls ein Kompafs, der nur zeigt, wohin die Strömung 
uns fuhrt. Auch das sinnreiche Spiel, das sich v. Ebies aus- 
gedacht hat, erklärt nichts, sondern illustriert nur. Es ist gar 
nicht anders, als die anderen alle. Wenn wir uns auch nicht auf 
die Ungewifsheit allein berufen, so ist sie doch immer mitbeteiligt, 
weil sonst von Wahrscheinlichkeit gar nicht die Rede sein kann, 
und dafs ein logisches Verhalten unseres Verstandes und nichts 
anderes unser Urteil leitet, ist zweifellos, aber da es sich in dem 
ganzen Gebiete nirgends um elementare Denknotwendigkeiten, 
aondem nur um eine Übereinkunft handelt, so genUgt es voll- 
kommen, diese einzuhalten, keine Verträge zu schliefsen, welche 
sich von ihrer Basis entfernen, um nicht zu Unzuträglichkeiten zu 
kommen. Stumpf hinwiederum will den festen Boden, den die 
Mathematik verlangt, verlassen, indem er eine Kombinatorik der 
logischen Möglichkeiten im äufsersten Falle mit der Berechnung 
gleichwahrscheinlicher Fälle zu identifizieren im Namen der Logik 
verlangt. Hier liegt eine Gefahr, weil kein Zweifel darüber ob- 
walten kann, dafs bei Gröfsenbestimmungen, die kein Erfolg um- 
zuötofsen vermag, die vorsichtige Beschränkung allein und die 
schärfsten Ansprüche an die Polizei der in der alten Auffassung 
enthaltenen Voraussetzungen vor völlig leeren Untersuchungen be- 
wahren können. Das „ex nihilo nihil äf" sieht sich auf einmal von 
einer Seite überwunden, die eonat sehr ungnädig mit den Nichtsen 
umging. Ich weifs etwas und kann es in die Form einer guten 
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Disjunktion bringen. Nun Überzeuge ich mich [„zuerst also mal 
Oleichmöglichkeit erkannt sein"], dafs ich absolut nicht weifa, (velches 
Glied der Disjunktion auszusagen ist; ich nehme also die mÖglichM 
vollkommene Unwissenheit, und äugs wird aus dem unbedingt gleich- 
wertigen Zweifel eine positive gleichwertige Wahrscheinlichkeit. Zu- 
erst hören wir, dafs bei der Deänition eines in der Wissenschaft hereiti 
einge bürgerten und in wichtigen Sätzen angewandten „Ausdrucks* 
der Sinn so wiederzugeben sei, „dafs er genau die Merkmale be- 
zeichnet, aus denen die Konsequenzen in Wirklichkeit gezogen 
wurden" ; dann wird mit Rücksicht auf die Abstammung des Be- 
griffs beansprucht, dafs die Konsequenzen nicht zu unerträglichen 
Abweichungen vom gemeinen Menschenverstand führen dürfen, 
treten aber Zweifel auf, so wird wiederum auf die Definition zurück- 
verwiesen (S. 89). .Bei Jeder Wahrscheinlichkeitsbeatimmung müseen 
diejenigen Umstände, über welche wir uns disjunktiv in völliger 
Unwissenheit befinden, als unbeschränkt variabel (bezw. bei gleich- 
zeitiger Vielheit der Fälle als unbeschränkt verschieden) voraus- 
gesetzt werden dUrfen, Dies liegt im Begriffe der Wahrschein- 
lichkeit, wie er in I definiert wurde; denn bei der geringsten 
Vermutung über Konstanz eines solchen Umstand es hätten wir 
nicht mehr gleichmögliche Fälle im Sinne gleicher, d, h. absoluter 
Unwissenheit." Warum dürfen wir bei völliger Unwissenheit alle 
Fälle, die in Frage stehen, als unbeschränkt variabel voraussetzen? 
Weil es die Definition vorschreibt. Und warum schreibt es die 
Definition vor? Weil wir absolut nichts über den in Frage stehen' 
den Fall wissen. Aus diesem Zirkel kommen wir nicht heraus, 

Giebt man die Definition zu, so wäre zu entscheiden, was eich 
damit anfangen läfst. Zunächst ist sie geeignet, die herrschende 
Unklarheit zu vermehren. Sie kann eine mathematische Lehre vom 
disjunktiven Urteil begründen, au der sich die Kombinatorik so 
gut üben kann, wie an allen anderen völlig unbestimmten Elumenten, 
Was gemessen oder richtiger gezählt wird, sind Möglichkeiten, deren 
eine jede wieder soviel der Rechnung entsehlüpfendp Fälle 
halten wird, als Gelegenheit zur Verwirklichung geboten werdeftil 
kann. Dafs in den mathematischen Folgerungen UnzuträglichkeiteQr 
liegen können, ist unmöglich, da die Mathematik unfehlbar ist; nur 
wollen alle Rechnungsresultste gedeutet sein an der Hand d« 
definierten Begriffs, der mit der Wahrscheinlichkeit nur das gemeifl 
hat, dafs alle ihre Urteile auch jenem Formalismus anheimfallen; 
nur darf man die Sache nicht umkeliren. £s ist eine VeraU- 
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gemMDerung, ohne Zweifel, aber mit den Eierschalen, die abgestreift 
sind, so Airchte ich, sind eben die wesentlichen Merkmale mit verloren 
gegangen, die das (zahlenmäfaig) Wahrscheinliche von dem (zahlen- 
mfiTBig) MQglichen, wie es die Gliederzahl der Disjunktion angiebt, 
zu trennen vorschreibt. Wenn es nicht mehr wesentlich ist, dafs 
man die individuellen Fälle übersehen kann — ob sie mittelbar 
oder unmittelbar gegeben sind, ist ja völlig gleichgültig — , so soll 
man sich nur hllten, in gleicher Weise MaTsnahmen auf diese Rech- 
nungsmethode zu basieren, wie das angesichts des älteren Begriffs 
wenigstens mßglich wäre. In der historisch gegebenen Entwicklung 
der Disziplin spricht allerdings ein Moment ilir die Auffassung, die 
wir als die logische bezeichnet haben. Es sind die Erörterungen, die 
sich an die Unvollkommen heilen der Münzen, Würfel u. s. w. knüpfen. 
Für PoiaaoN ist diejenige Wahrscheinlichkeit die abstrakte, die 
ans der Natur des Würfels oder der Münze folgt, mit denen gerade 
geworfen wird; jene, die wir a priori zu nennen pflegen, ist ihm 
nur subjektiv. Ob er daran gedacht hat, dafs ein Würfel auch 
nur ein beliebiger Gseitiger Körper sein könne, von dem man 
nur weife, was in dieser Angabe enthalten ist, mag dahingestellt 
bleiben. Wenn in neuester Zeit Bektsand schreibt: 

^_ n - > • • *^ii parle, en jetant ud de, qu'il montrera le point i. Le 

^^■d^ a six faces: six cas sont possibles, un seul est favorable. La 

^H|trobabilit4 est ^. C'est une dofinition", 

^Tb kommt ihm, der auch hin und wieder eine Frage stellt, die er 
nachher als „mal posfe" bezeichnet, dieser Gedanke gar nicht. 

PoiseoNs Unterscheidung verliert ihre Bedeutung, da die 
Kenntnis einer noch so umfangreichen Versuchsreihe einen exakten 
Scblufs auf die BeschafiTenheit des benutzten Objekts niemals zu- 
l&l^t; es spielen dabei immer auch die vorgenommenen Manipu- 
lationen ihre Rolle. £s ist immer derselbe Konflikt, der den Lehr- 
büchern Öchwierigbeiten macht, und der völlig beseitigt wird, wenn 
man sich die Freiheit nimmt, in mathematischen Aufgaben von den 
Unvöllkommenheiten der Objekte, von dem „schildUchen Raum" 
(S. 56) einmal ganz abzusehen. Die FRiBsache Kritik, die wir durch- 
aus nicht „hyperk ritisch " nennen möchten, trifft auch hier wie in 
so vielen Punkten das Richtige (a. a. 0. S. 29) : „Dnbei beruht die rein 
mathematische Theorie auf den Grundbegriffen , gleich möglicher Fall" 
und „mathematische Wahrscheinlichkeit". Da darf nun für die 
Anschauung nicht vergessen werden, dafs dieser Begriff von den 
gietchmöglichen Fällen eine mathematische Abstraktion bleibt, welche 

, UaldaeliBildt, WiiI)»i>h<>iiilii>bk»iUr«otmaDK. 8 



114 



Dif gleiciufahraclitinlichen FiUle. 



der Erfahrung nie genau entspricht, ähnlich dorn, wie m&n in 
Naturlehre bei den Gesetzen des Storaea die Voraussetzung 
elastischer und ganz unelastischer Körper macht, lun die i 
Formeln zu beBÜmmen." Ich lasBC mir noch gefallen, dafs bei cin< 
WUrfel, den man als einen völlig normalen herziistellon die Absi 
hatte, die kleinen Verschiedenheiten, die man nicht beseitigen 
dem Zufall in die Schuhe geschoben werden, aber mit der Mögli 
keit, dafs bei einem ganz unregelmäfsigen ßseitigen Körper ei 
gleiche Wahrscheinlichkeit jeder Seite behauptet werden kOni 
weifs ich keinen Sinn zu verbinden. Diejenige Seite, welcher dar 
Schwerpunkt am nächsten liegt, wird am häutigsten in der Ruhelage 
die Grnndfiäche abgeben, während es überdies zweifelhaft erecheinen 
mufa, dafs überhaupt eine Fläche in unzweideutiger Weise sidi 
als oben liegend ergiebt. Die Aufgabe kann hier nur die stäa, 
die Wahrscheinlichkeit eben jener meistbegünstigten Seite zu be- 
stimmen; sie ist eine fundamental andere. Die eine Seite konnte 
ebenso gut mit dieser Zahl als mit jeder andern versehen werden, 
wie der Taschenspieler bei „carte forc^e" diese Karte wählen koonl 
wie jede andere. Darin liegt die absolute Gleichheit der Falle 
das tJrteil. 

Die logische Theorie hat einen Vorzug, den wir ihr oteht «1 
zuatreiten vormögen; sie ist fast im mathematischen Sinne eleganl 
SU nennen. Sehr schön, aber sie hält nicht stand gegenüber dem 
Ansturm logischer Notwendigkeit. Weit entfernt, vallo fossaque 
munitn ihre Herrschaft zu behaupten, sieht sie sieb Überdies go- 
nötigt, eine grolse Pforte zu bauen, aus der ihr wesentlicher Inbnlt 
wieder herausgetragen wird : Es darf nicht die geringste Vermutung 
Über die Konstanz eines Umstandea vorhanden sein. Wann ist dteae 
Anforderung je erMlt? 

Eine Frage wird noch bei den Erörterungen über ^eichwahr- 
sohmnliche Fälle zu erledigen sein. Wie wird man sich za vex- 
haltcu haben, wenn nicht diskrete Zahlen gegeben oder ableitbar 
sind, die das disjunktive Urteil begründen, sondern stetige OrOlsen 
mit in die Erwägung eintreten? Um ganz strenge zu verfahren, 
mUssen wir hier zunächst noch einmal die Setzung der Wahrschein- 
lichkeit diskutieren, auch wenn os sich um diskrete Fälle bandelt 
Wir haben in ihr das Symbol der Unmöglichkeit gesehen. Wenn 
tänv Urne notorisch einen Gegenstand nicht enthält, so können wir 
ihn auch nicht aus derselben entnehmen. Auf d!e Spitsfindigkeit, 
ein Dobemcrktes Einsdunu^eln , daa mOglich ist, mit sa berück- 
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Biehtigen, braucht man sich nicht einzulassen; wo ein Fall unmöglich 
ist, da ist seine Wahrscheinlichkeit == 0, Praktisch ist diese Grense 
völlig bedeutungslos; wenn wir einen noch so kleinen angebbaren 
Bruch haben, kOnnen wir ihn immer noch markieren; und fUr 
Urteil giebt er eine hinreichende Direktive. Ob es auf so 
feine Unterschiede noch reagieren wird, kann man ganz dahingestellt 
lassen. Kirchhoffb Roincidenzen von 60 Linien im Eisen- und 
■tnnenspektmm sind durch die neuere Forschung auf 240 erhöht; 

1 .„. 1 



ifferenz ganz und gar nichts. Selbst wenn zwei Fälle, fllr deren 
inen wir uns im Urteil entscheiden miirsten, mit diesen Wahr- 
dieiullchkeiten gegeben sind, wäre es eine leere ÄfFektation, den 
1 



Et der gröfserea Wahrscheinlichkeit - 



u bevorzugen. Mein Auge 
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reagiert noch auf den Unterschied, mein Urteil nicht. Ob mau aus 
2"" Kugeln oder aus 2^'" Kugeln eine bestimmte zufällig heraua- 
lifen soll, wird wohl vielen Menschen gleichgültig sein. Wichtig 
nur die Grundlage, auf der der ganze Bau ruht; ob man im 
lelnen an der Übereinkunft sich beteiligen oder von ihr Gebrauch 
ihen will, mufe jedem überlassen werden. 
Von einer noch so geringen Wahrscheinlichkeit zu ihrer Nega- 
tion übergehen, heifst einen Sprung machen, wenn kein Fall gegeben 
öder der einzige, der noch möglich war, beseitigt ist. Anders wird 
ea, wenn die Zahl aller möglichen Fälle unendlich werdend zu 
denken, die der günstigen aber endlich ist. Hört hier die Wahr- 
scheinlichkeit auf oder nicht? Ich gestehe, dafs ich mir keinen Fall 
ersinnen kann, welcher hierauf scharf palste und nicht zu einer 
Ungereimtheit führte. Eine unendliche Zahl von weifsen Kugeln, 
;ter welchen sich 100 oder 1000 oder wer weifs wie viel rote in 
icher Zahl vorfinden, giebt es nicht, und wenn es sie giebt, 
irde ich die Frage nach dem Zug einer roten Kugel nicht auf- 
er fen. 

Morgen werden sich unermefslich viele Einzelvorgänge abspielen, 
die im Weltlauf den Charakter des Zufiilligea tragen, Ob sich 
darunter auch der befindet, dafs sich mein Freund Muller in New 
York und mein Freund Schulze in Kapstadt, die beide viel auf 
Weisen sind, unter den Linden in Berlin zufilllig begegnen — wer 
Ite 30 fragen? Also man kann diesen Fall getrost seinem Schicksal 
irtaasen, und wer einmal io der Wissenschaft genötigt sein sollte, 
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sich mit ihm za befassen, der mag des Ungereu aoseinandi 
wie er ihn zu behandeln gedenkt. 

Anders wird die Sache nur scheinbar, wenn man e» mit solchi 
Beispielen zu thun hat, die nicht auf arithmetische, sondern auf 
geometrische Betrachtungen zurtldczufUhreD sind. Wofern eine kreis- 
förmige Scheibe von Kugeln getroffen werden soll, die ganz zolllllig 
— man kann sich einen Apparat dazu in der mannigfaltigat^. 
Weise ersinnen — die Scheibe in diesem oder jenem Punkte 
rühren, so wird man nicht etwa einen bestimmten Punkt bezeichneai 
und nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dafs dieser gerade ge- 
troffen wird und kein anderer. DaTs aber, wenn irgend welche Be- 
günstigung einer bestimmten Stelle oder mehrerer oder eines oder 
mehrerer Bezirke ausgeschlossen erscheint, eine gröfsere Flfiche eine 
gröfeere Wahrscheinlichkeit hat, getroffen zu werden, und wenn 
ferner die Kugeln auf irgend einem Punkte auftreffen mUssen, alle 
früher angestellten Betrachtungen sich mit den durcli geometrisijie 
Verhältnisse bedingten Modifikationen wiederholen lassen, ist gewifs. 
Auch hier sind viele Fälle denkbar, in denen unser Urteil ledig- 
lich auf Gröf so n Verhältnisse angewiesen ist. Die LAKriEschen Ver- 
suche, die WahrscheinÜchkeits Sätze an geometrischen Bildern zu 
demonstrieren, haben wir bereits erwähnt. Sie sind nichts mehr 
als niustrationen, von denen die analytische Behandlung uns befreit; 
denn die Rechnungsoperationen sind überall dieselben, wie sie von 
der Mathematik Überhaupt verwandt werden. Die Eombinatorik ist 
mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung und an ihren Beispielen empoi^ 
gewachsen , aber sie selbst hat sich inzwischen zu einer ganz all- 
gemeinen Beweismethode in der Mathematik herausgebildet. Wer 
das Produkt 

(a+b + c)(e + f+g) 
herstellen will, kann in verschiedener Weise am Resultat intei^ 
essiert sein, je nachdem er nur nach seiner Grfffse oder nach 
der Art seiner Zusammenstellung &agt. Es ist also wesentlich di« 
Fragestellung, die einen Unterschied bedingt, aber die allgemeine 
Rechnungsart, die wir Multiplikation nennen, bedarf der He^ 
Stellung der Variationen der Elemente des Produkts, um einen all- 
gemeinen Satz, eine Vorschrift für dessen Bildung zu gewinnen. 
Überall nun, wo stetige Gröfsen ins Spiel kommen, erhalten die all- 
gemeineren analytischen Methoden die Bedeutung einer unbeschrftnlc- 
ten Anwendung; sie haben sich, ausgehend von kombinatorischer 
Grundlage, durch Festsetzungen von der Finschrftnkung freigemacht, 
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nur mit wirklich abzahlbaren, diskreten Elementen zu rechnen. 
Es würde daher nicht verwunderlich sein, wenn man heutzutage 
den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit sofort an der 
Hand der allgemeinsten Qröfsenbeziehungen herleiten wUrde, so 
dafs man mit einem Schlage einen jeden besonderen Fall mitbe- 
rUcksichtigt hAtte. Die Disziplin selbst hat sich unter der Hand 
der Uatbematiker weiter entwickelt, indem sie sich an der Basis, 
welche die Definition von den gleichwahrscheinlichen F&Uen und 
des ausschlaggebenden Verhältnisses der günstigen zu allen mUglichen 
Fällen der Rechnung gab, genügen liefs und die Verallgemeinerung 
auf die Berücksichtigung stetiger Verhältnisse ohne ein Wort der 
Kechtfe rügung vornahm. Dagegen ist auch wenig einzuwenden, so- 
fern man immer nur den Sinn der Übereinkunft, die durch die 
Definition geschlossen ist, nicht aus dem Auge verliert. Und diese 
sagt nichts anderes, als dafs wir für irgend ein disjunktives Urteil, 
dessen sämtlichen Prfidikaten quantitative Attribute zugehören, 
jene beiden Defiuitionsgleichungen ansetzen dürfen, wofern eben alle 
Gründe unseres Urteils durch jene Gröfsenbestimmungen erschöpft 
werden. Dann stehen wir auf mathematischem Boden und können 
alle seine Pfade begehen, so dafs im Grunde besondere Überlegungen 
völlig fiberflüssig werden. Prinzipiell haben wir uns nur zu hüten, 
für den Fall, den wir oben als ohne praktische Bedeutung bezeich- 
neten, und bei dem es sich um einen Punkt handelte, der von einem 
räumlich abgegrenzten Gebiet wie alle seine Nachbarn getroffen 

werden konnte, auszusagen, dafs die Wahrscheinlichkeit — ^0 sei. 

Aber mathematischen Prinzipien wKre das nicht zuwider; vielmehr 
sollen uns die Bedingungen der Festsetzung davor bewahren, für 
etwas immerhin Mögliches das Sjmbo! der Null zu verwenden. 

Es ist nun hier der geeignete Ort, auf die v. KaiEssche Dar- 
stellung hinzuweisen, die es in der That unternimmt, das ganze 
Wahrscheinlichkeitsproblcm auf eine Grundlage zu stellen, welche 
wesentlich in räumlichen Beziehungen ihre Bausteine sucht. In 
der Kritik, die v. Kkieh gegen die bisher üblichen Beispiele 
übt, können wir ihm nicht zustimmen. Uns sind sie nichts als 
Konstruktionen, die nach ihren Voraussetzungen beurteilt werden 
wollen. Eine schärfere Betonung dieses Charakters in den Lehr- 
büchern wird einerseits immer daran erinnern, dafs es sich um for- 
male Beziehungen handelt, die nicht an der Hand abweichender 
re^er Verhältnisse untersucht werden, sondern die das RechnangS' 
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verfahren eiatiben sollen, und andererseits wird dadurch die Heiniuig 
za bekämpfen aein, dafs man ea mit einem Hiilfsmittel von all- 
gemeinster logischer Bedeutung zu thun habe. Die Theorie der 
Möglichkeiten wird uns dann nicht mehr glauben machen könneo, 
dafa immer, wenn die Kenntnisse fehlen, ein Wahrsoheinlichkeits- 
bruch sich einstellen müsse. Wann Jemand aber auf Qrund be- 
stimmter Überzeugungen angiebt, dafs für ihn die Wahrscheinlich- 
keit eines Urteils auf einen bestimmlen Wert gest'hätzt werde 
macht er von einer Analogie Gebrauch, die Jedermann versULndUcA 
sein wird. Auch von der Objektivität des Verfahrens braucht 
nicht abzugehen; indessen ist ja auch eine jede objektive Scbfitxung 
inexakt, und wenn die Analogie mit den Beispielen zuge^ben wird, 
so giebt das dem Urteil einen bestimmten Sinn, aber doch tiit 
den, dafs dieselben Voraussetzungen in aller Vollkommenheit aut 
konstatiert wären. Der Hebel ist dann beim wissenscbaftliches^ 
Gebrauch anzusetzen. Jede Disziplin, die von der Wahrscheinlich' 
keitsrechnung Nutzen ziehen will, hat nachzuweisen, dafs sie wirk' 
lieh objektive Daten im Sinne der Schemata fllr das Wahrschein- 
lichk et ts urteil mitbringt; es genügt nicht, dafs der allgemeine Begriff 
des Wahrscheinlichen dazu verleitet, auch mit dem besonderen Fall 
einer mathematischen Bestimmung zu operieren. Wenn der hietori- 
Bchen Kritik zwei Dokumente vorliegen, die, an ganz vcrscJiiedeneo 
Orten aufgefunden, bei wesentlich verschiedener Form denselben Denk- 
inbalt aufweisen, so wird sie dem Zusammenhang nachzuspüren babea, 
nicht aber mit mathematischer Evidenz aussprechen dürfen, dafs die 
Wahrscheinlichkeit j sei, dafs hier ein Zufall, will sagen vOUige 
Unabhängigkeit der Verfasser voneinander, anzunehmen sei. Auch 
in den Disziplinen, die lediglich auf zahlenmäfaige Bestimmungen 
angewiesen sind, wird man sich nicht mit der lockeren Analogie bu- 
gnügeu dürfen, sondern man wird prüfen müssen, ob der ganze In- 
halt der Zaiilenangaben geeignet ist, den Kalkül der Wahrscheinlich- 
keit auch anzuwenden. Die Bedürfnisfrage mul^ sich notwendig 
mit der nach der Brauchbarkeit und Berechtigung decken, v, KuKS 
stellt Fragen auf, die Niemand ernstlich behandeln würde. Oh 
Eisen auf dem Sirius sei oder nicht, zu fragen, hat ohne die spektral- 
analytischen Untersuchungen oder ohne die Diskussion eines Zu*. 
sammenhangs innerhalb einer kosmischen Einheitlichkeit ganz ai 
gar keinen Sinn. Wer die Frage aufwirl't, wie wahrscheinlich 
sei, dafs eine Kugel auf eine begrenzte, in 5 Teile, a, b, c, d, 
zerlegte Ebene auffalle und den Teil c treffe, hat sich auf 
Gegenfrage gefafst zu machen : wie grofs sind diese Teile, und bSnj 
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nach dem Stande des Wissens unser Urteil über das Auffallen 
lediglich von der Gröfae dieser Teile aL? Wollen zwei Personen auf c 
and dagegen wetten, die über alles in Unkenntnis sind, so ist die 
Bestiminung 1:4 fUr den Einsatz ganz gewifs richtig, denn alle 
Chancen, die mit der Wahl eines Teils verknüpft sind, geben filr 
die vier anderen da» Vierfache, die extremen Fälle, dafs wirklich 
die gleiche Wahrscheinlichkeit flir alle 5 Teile existiere, oder dafs 
nur ein bestimmter Teil getroffen, alle anderen in Wirklichkeit 
notwendig ausgeschlossen werden müssen , mit inbegriffen. Die 
gerechte Verteilung der Chancen giebt aber nimmermehr ein Recht, 
von der Wahrscheinlichkeit l und J zu sprechen, dafs die Kugel c trifft 
oder nicht. Oder man mülate mit Poisson abstrakte und Wahr- 
scheinlichkeit schlechtbin voneinander scheiden, wo die letztere 
nur „in Beziehung auf eine gewisse Person", also keinerlei objektive 
Bedeutung hätte. Diese Fragestellung von v. K&iF.a haben wir in einer 
unbedeutenden, von Stumpf vorgenommenen Modiiikation wieder- 
gegeben, der in ihr eine innere Absurdität findet, weil wir bei jedem 
Kontinuum faktisch wissen, „dafs jeder seiner Teile wieder Teile 
hat, und so ins Unendliche", und diese Eigenschaft „im Begriffe 
des Kontinuums li^t". Stumpf ändert nun das Beispiel, das wir 
näher erörtern wollen, noch weiter ab, „Eine begrenzte Ebene sei 
in 5 Bezirke geteilt, über deren relative Gröfse wir nichts wissen 
(oder sogar wissen, dafs sie ungleich grofs sind); jeder Bezirk bilde 
aber den Eingang eines mit einem Buchstaben a — e bezeichneten 
itels. Wie wahrscheinlich ist es, dafs eine Kugel, von der wir 
iglich wissen, dafs sie von oben her in der Ebene auftrifft, und 
nicht zu grofs ist, um in irgend einen der Beutel zu fallen, 
sich in einem bestimmten Beutel, z. B. c, finden wird? Hier liegt 
in der Frage keine Absurdität, weil das Kontinuum von Teilen in 
ein Diskretum verwandelt ist. Auch hier wissen wir freilich, dafs 
jeder Teil der Ebene wieder Teile enthält, aber es werden nur 
solche als verschieden gezählt, die zu verschiedenen Beuteln gehören, 
und dieser sind nicht mehr und nicht weniger als 5. Es ist über- 
haupt nicht mehr nach Teilen der Ebene, sondern nach Beuteln 
gefragt- (S. 70.) 

Also wenn man die Teile gehörig eingrenzt, so wird nicht mehr 

eine unmögliche Beschränkung unseres Wissens verlangt? v. Kbibs 

hatte das Beispiel dadurch ad absurdum geführt, dal's er für eine 

leliebige andere EinteUung einen andern Wahrscheinlichkeitawert 

rfaalten könne, und die lediglich auf unserer Unkenntnis beruhende 

Inteilung als ganz willkürlich verworfen. 
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Das iat zutreffend ^ nur wird hier eine Aufgabe diskutier^ 
die auch nach dem Begriffe von Laplacb eine ganz unmögliche ot. 
Dafs die Beutel die Sache nicht anders machen, wird Jedermiiin 
einaehen; es iat ja immer dieselbe Frage. Und wenn wir nun, an« 
knüpfend an den von Stumpf erhobenen, völlig sutreSTunden 
Wurf, dafa man mit dem Begriff der Ebene auch sofort den d( 
Teilbarkeit habe, fragen; Liegt es denn nicht auch im Wesen d< 
allgemeinen Begriffs, daTs er sich immer wieder logisch spall 
läfat, bis er auf die logische Einheit zurückgeführt ist, die nur Ii 
dividuelles — einen einzigen Gegenstand — als ihren Umfang 
sitzt? Wenn ich also eine Disjunktion vcrachiodener, begrifflid 
noch so scharf geschiedener FfiUe habe, über die ich in vülliger 
Unwissenheit bin, wer sagt mir denn, dafs die EoordinatioKJ 
dieser Fälle durch eine weiter gehende Einteilung uotwondi 
aufrecht erhalten werden murste? Wenn aus dem Begrifft 
Eontinuums die Absurdität der obigen Fragestellung folgt, i 
jede Frage nach der mathematischen Wahrscheinlichkeit auf Grui 
einer Disjunktion, welche die völlig exakte quantitative Bestii 
der Prädikate vermissen läfst, derselben Konsequenz verfall«!!. 
Wenn immer, wo ein Zweifel sich gellend macht, der keinerlei 
reale Beschwichtigung findet, für jede Möglichkeit auf der einen 
Seite eine andere erdacht wird, die ihr flir unser Urteil die Wage hält, 
warum soll dann nur die räumliche Einteilung eine Ausnahme 
machen? Ich begreife nicht, dafs man vom Standpunkte der Theorie, 
die mit der Disjunktion und der Prämisse „Anerkennung völligen 
Nichtwissens über die einzelnen disjungiorten Glieder" die mathe- 
matische Wahrscheinlichkeit aufbaut, gerade hier „eine unmöglicbe 
Beschränkung des Wisaens" feststellt, weil es sich um ein mstht 
matischea Gebilde handelt, dem nur GrOfse zukommt, während df 
in jedem andern Beispiele noch eine ganze Keihe von Momenten 
aufser der Gröfae des Umfanga — denkbar sind, die die Wahr- 
scheinlichkeit zu verändern in der Lage wären. 

V. Kbies wird durch die geometrischen Betspiele bewogen, ein 
Prinzip der Spielräume aufzustellen, dem er eine über die Wal 
Bcheinlichkeitsrechnung erheblich hinausgehende Bedeutung beinüfi 
während hier nur die Frage zu erörtern sein wird, ob ein Bedurft 
f\ir ein solches Prinzip vorliegt, und ob auch diese Beseiclmong ai 
der Sache zu rechtfertigen iat. 

Schon die mehrfach citierten Worte von Laplace Über 
gleichwahrscheinlichen Ereignisse: 
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,Hus rien ne porte ä croire que Tun d'eux arrivera plutöt que 

les autres" 
kännteu nahe legen, iiacli eiuer allgemeinen Formulierung der Be- 
dingungen zu streben , die einen logiBchen Effekt derart ergeben, 
daTs wir keinen Grund haben, ein Urteil vor einem andern zu 
bevorzugen. Ein Prinzip des mangelnden Grundee aufzuatelleii, 
würde weiter nichts besagen, als eine tautologiaehe Umachreibung 
filr die Voraussetzung gleichwahrscheinlicher Fälle, die den Reehen- 
Btift in Arbeit versetzen können. Als Prinzip bezeichnet wäre es 
das LiCBTENBEBGSclie Messer ohne Klinge, dem der Stiel fehlt, und 
mit einem positiven, seinem Namen widersprechenden Inhalt ver- 
sehen wäre es eine Erschleiohung des ganzen Inhalts der Lehre, 
denn alles kann sich nur um die Frage drehen: Wann haben wir 
Grund, einen Fall für so wahrscheinlich zu halten als den andern? 
Eben hierflir mtlssen wir nach positiven Merkmalen uns umsehen. 
In der Unkenntnis allein kann überhaupt kein Fundament, nicht fUr 
eine Gleichaetzung im logischen und noch weniger im mathematischen 
Sinne liegen. Sie bringt uns aus dem Reiche der Möglichkeiten, 
das auf allgemeinsten Erkenntnisprinzipien sich aufbaut, nicht über 
die Disjunktion und ihren Inhalt hinaus. Das Urteil: 

Eine Primzahl kann eine gerade oder eine ungerade 

Zahl sein 
giebt eine gute Disjunktion koordinierter Glieder, aber der Umfang 
des einen Begriffs ist unendlich, der des andern enthält nur ein 
Individuum, die Primzahl 2. Dafs es sich ähnlich bei jeder Dis- 
junktion verhalten kann, sofern sie mein ganzes Wissen ausmacht, 
hindert an einer logischen Gleichsetzung der Möglichkeiten, wenn 
dieser Ausdruck überhaupt erlaubt sein sollte. Der Hinweis auf die 
Wirklichkeit kommt ja zunächst gar nicht in Frage, sondern lediglich 
die Um fangs Verhältnisse der koordinierten Begriffe. Dafs aber diese 
zunächst gar keine Bedeutung haben, lehrt wieder obige Disjunktion. 
Auf jede Zahl der Zahlenreihe, die nur ungerade Primzahlen als 
Faktoren hat, folgt eine andere, die auch eine gerade Prim- 
zahl enthält. Wie die Um fangs Verhältnisse des Begriffs sich in 
irgend einer Weise geltend machen, hängt immer von dem indivi- 
duellen Falle, der zur Diskussion steht, hinsichtlich seiner Wir- 
kungssphäre ab. 

Das Beispiel kann also in zwiefacher Weise als Warnungstafel 

Einmal lehrt es, dafs die logische Koordination für die 

'angsverhältnisse der einzelnen Begriffe keine Richtschnur ab- 
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geben darf, bei Töltiger Unkenntnis einen gleichen Umfang a 
scheinlicb anzunehmen, und zweitens wird gezeigt, dftfa trotz des mini- 
molen Umfangs in einem wirklich vorhandenen Bereich der Begriff 
der geraden Primzahl aich ebenso oft mamfeatiert, als der dee 
Widerspiets, Torausgesetzt, dafs die Frage nach Zahlen gestellt ist, 
die entweder eine gerade Zahl als Pnrafaktor enthalten oder nicht. 
DaTs dies Beispiel auch auTserhalb der mathematischen Sphäre seine 
Analoga finden kann, liegt auf der Hand. Es können in der Natur 
verschiedene Genera eine koordinierte Reihe von Arten aufweiBen 
und von diesen wieder Unterarten ausgehen, während doch das 
C^nus, doä, im Gegensatz zu allen anderen, nur eine einzige äpeciea 
wirklich einschliefst, die gröfste Frequenz enthalten könnte, v. Kjubs 
hatte also zweifellos recht, wenn er einmal objektive Gröfseo* 
Verhältnisse verlangte, fürs andere aber die Bedingung aufstellK; 
dafa innerhalb des Bereichs, in dem das Urteil irgend einen Fall 
zu seinem Objekt zu machen im Begriff ist, eine scharfe Gleichheit 
unter den Gegenständen die vollständige Indifferenz unserer Aussage 
garantiere. Er formuliert seine Bedingungen in dem Satze: An- 
nahmen stehen in einem zahlenmäfsig angebbaren Wahrscheinlichkeits- 
verhältnis, „wenn sie indifferente und ihrer Gröfse nach vergleich- 
bare ursprüngliche Spielräume umfassen, und dafs beatimmte Wahr- 
scbeinlicbkeits werte sich daher da ergeben, wo die Gesamtheit aller 
UögÜchkeiten durch eine Ansahl solcher Annahmen erschöpft werden 
kann". Diesen Satz nennt er das „Prinzip der Spielräume". An- 
nahmen, die gleiche und indifferente urprUngliche Spielräume 
umfassen, sind also gleichwahrscheinlich. Es hat zwar keinen 
Sinn , um Worte zu streiten , indessen ist doch hier der Ausdruck 
, Prinzip", wie mir scheint, nicht an seinem Platze. Die Bezf^chnui _ 
„Spielraum" bleibt trotz sehr eingehender Untersuchungen undeGnierty 
ein Bild, und wenn es auch noch so zutreffend ist, kann uns i 
festen Begriff, der im „Grundsatze' aufzutreten hat, nicht erseta 
Das , was wir unter einem Spielraum verstehen sollen , wird t 
immer wieder duroh Beispiele erläutert, aber wir können nicht « 
[a^en, dafs nicht vom Würfel oder den Urnen alles zu abstrahiei 
[wtre, was die Grundlage der Theorie abgeben kann. £a 1 
' ücb bei dem Salze von v. K&tEs lediglich um ein Postulat, und i 
diesem Sinne hat die Kritik allgi'oaein die Anspreche, die es i 
anerkannt Selbst Stuktf, der eine extreme Bichtuug verfii^ 
kann sie ,io gewissem Sinne angeben-. Die mathematische Wal 
•eheinlichkcit beruht aaf einer Übereinkunft; sotwld die ZaU i 
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Urteil aufgenommeD wird, und die Rechnungs Operationen an- 
gewendet werden, haben wir nur zu unter suchen, ob die Grundlage 
der Konvention sich mit den Prinzipien den Denkens und Erkennen« 
in UbereinstimmuDg befindet. Ist das der Fall, so können auch die 
aus jener Abrede gezogenen Konsequenzen nicht zu Diskrepanzen 
tühren. Die behauptete allgemeinere Bedeutung jenes Prinzips, 
daJa es aufzufassen sei ala die Methode, mit welcher wir auch 
BU&erhalb der numerischen Bestimmung zu Urteilen der Wahr- 
scheinlichkeit gelangen, kann nicht wundernehmen, denn der 
logische Untergrund ist immer derselbe. Freilich meinten wir, dafa 
das Prinzip eben die numerische aus dem allgemeinen Bezirk des 
Wahrscheinlichen herausheben müsse. Grerade in dieser Beschränkung 
würde sein Wert liegen, wofern es notwendig und die Bedingung 
wäre, eine mathematiaclie Wahrscheinlichkeit auszusagen. Diese 
Notwendigkeit eines Wahrscheinlichkeilsprinzips im Sinne eines 
~ " "ps der Erkenntnis, das sich mit der Kausalitfit oder Überhaupt 

in Voraussetzungen über das gesetzmälsige Gesehehen in der 
Welt vergleichen Hefse, beatreite ich, wie ich die Notwendigkeit 
einea Prinzips der Dampfmaschine, des Luftballons und, so paradox 
es scheinen mag, der analytischen Geometrie oder der Differential- 
rechnung nicht bezweifle, sondern direkt verneine. Erfindungen 
ruhen niemals auf Prinzipien ihrer eigenen Art, sondern sie stellen 
sich auf die allgemeinen Gesetze, nachdem diese entdeckt worden 
sind. Dafs eine Sekante in ihrer Grenzlage in die Tangente 
übergeht, ist einmal entdeckt worden ; an diesen Grenzübergang ein 
grofsartiges Mafssyatem fllr alle funktionellen Beziehungen zu 
knüpfen, ist die Frucht genialer Erfindung, Bevor man zur Wahr- 
acheinlichkeitarechuung kommen konnte, ist die Entdeckung not- 
wendig gewesen, dafs es Fälle gtebt, von welchen wir eine gleiche 
Wahracheinlichkeit aussagen. Giebt es nun ein Prinzip der gleich- 
wahrscheinlichen Fälle, oder ruhen auch sie auf allgemeineren Er- 
kenntnisprinzipien? Ich meine das letztere. Wird Jemand besondere 
Prinzipien nötig haben , wenn aus einer Urne, die nur eine weifse 
Kugel enthielt, diese gezogen worden ist, und ich nach der Grund- 
lage frage, welche die Sicherheil des Urteils über diesen Fall 
garantiert? Es ist schwierig genug , hier in diesem Beispiele eine 
vollständige Analyse des Denkprozesaes zu geben, und dafa man 
dabei auf letzte Prinzipien kommt, auf Unerklärliches, damit haben 
wir Menschen zu rechnen. Was wird denn aber geändert, wenn 
neben jener Urne mit einer weifsen eine dieser täuschend ähnliche 
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aufgestellt wird, die eine schwarze Kugel verbirgt? Nun 
Vorgang bei beiden Urnen eich abspielen. FUr beide Fftlle iit in 
gleicher Weise vorgeaorgt; es kann wirklich der eine wie der andere 
eintreten; nichts hindert, nichts spricht dafür, die eine vor der 
andern au bevorzugen, Haben wir denn Schwierigkeiten, den Be- 
griff „Zug einer weifsen Kugel" und den andern, analogen zu bitdea 
und nun als etwas besonders zu Erklärendes von dem Begril 
„Zug einer weifeen oder einer schwarzen Kugel" zu sclieidi 
Stecken nicht in beiden alle Elemente der Erkenntnis? Weifs 
denn nicht sicher, wenn auf einen Oriff bei lauter weifsen Kugi 
eine individuell von allen anderen verschiedene erscheint, dafs ei 
dieser Fall von jedem andern möglichen nicht mehr unterscheid) 
wenn ich die individuellen Verschiedenheiten im Begriff 
Kugel" aufhebe, wie hier im Urnenbeiapiele sofort der Begriff ,Zi 
einer Kugel" die Gewilsheit herstellt? Jene logische GleichsBtzi 
im Begriff hat ihre Voraussetzungen natürlich in den quantitatiT«D 
und qualitativen Elementen, die ich zur Einheit bringe; ich kana 
mit dem Begriffe „Zug einer Kugel" keine objektive Aussage vei^- 
binden — gleichviel, ob er geschehen ist, geschieht oder gescheh«) 
soll, wenn nicht die Bedingung erfüllt ist, dafa sie da war, ist oder 
sein wird, und dafs sie ebensowohl in allen drei Fällen gezogen wer- 
den kann. Alle gl eichwahrsch ein liehen Fälle müssen wirklich vor- 
handen sein in dem Sinne der Gewifaheit, die ich habe, wenn ich 
irgend eine Verrichtung ausführen will. Die logische Subsumptioil 
erstreckt sich hier immer auf Begriffe, die nicht blofs GegeustAodfl^, 
sondern ein Geschehen umtasaen, für das alle Bedingungen T( 
banden sein müssen, und zwar in unuoterscheidbarer Weise, damit 
ich dem Eintritt dieses Falles die gleiche Wahracheinlicbkeit nach- 
sagen kann, wie dem irgend eines andern. 

Überall, wo wir nichts Tfiatsächliches aussogen, sondern V( 
einem Geschehen sprechen, iingiereu wir, dafs alle dafür 
wendigen Bedingungen erfüllt zu denken sind. Wenn ich mit Ki 
wendigkeit erwarte, dafs dieser Felsen durch Dynamit ges] 
werde, und also auch mit Gewifsheit ausspreche, dafs man roil 
Dynamit Felsen sprenge, so liegt im Begriffe dieses Vorgangs, äaü 
er sich mit Notwendigkeit vollzieht, wenn alle seine Bedingui 
auch erfüllt sind. Fehlt ein wesentliches Mi'rkmal di^s Begriffs, 
Mit auch die Wirkung fort; dem Begriffe entspricht in Wirktichkl 
nichts; ich mufs auf das Verhalten einen andern Begriff anweni 
der, wie in diesem, so auch in ähnlichen Fällen, nicht ganz logisch, 
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1 verständlich gebildet wird. Man spricht von einer luifa- 
lungenen Dynamitexplosion, wie man auch sagt, dafa Jemand ein 
Jahr vor seinem SO^Ährigen Dicnstjubilltum gestorben ist, oder wie 
wir gelesen haben, dafs in der Ankündigung der Tod des zu- 
künftigen Schwiegervaters beklagt wird. Die Fiktionen, die in all 
unseren Lehrbüchern, in all unseren Begriffen liegen, verändern die 
logische Form weder der Begriffe noch der Urteile. In diesen 
beiden Urnen ruhen ftlr uns, die wir einen Anhalt für die Aussage 
bedürfen, der „Zug einer weifsen" und der „einer schwarzen Kugel". 
Alles, was sie wirklieh macht, ist fllr unser Urteil nicht sowohl un- 
unterscheidbar als völlig gleichgültig. Die beiden Züge unterscheiden 
sich für uns nur durch die Adjektiv» „schwarz" oder „weifs". Prophe- 
zeien können und wollen wir nicht, also müssen wir uns daran ge- 
nügen lassen, dafs wir hier zwei völlig gleiche Fälle haben, von 
denen ein jeder eintritt, wenn seine Urne getroffen wird. Auf dieser 
völligen Gleichheit der Begriffe eines Geschehens beruht die Gleich- 
setzung der beiden Fälle, die nur ein unwesentliches Merkmal, die 
Farbe der Kugeln, individualisiert. So ist es beim Würfel, dem wir 
Zahlen aufschreiben, bei der Münze, die auf zwei, nur durch die 
Prägung verschiedene Weisen in die Ruhelage kommen kann, und 
ILhnlich bei allen anderen Beispielen. Die Wahrscheinlichkeit ruht 
mit ihrem Deukinhalt im gemeinen Verstände, die gleiche Wahr- 
scheinlichkeit auf der logischen Gleichheit im Begriff, wofern dieser 
in der Anschauung und im Geschehen seine Stütze tindet. Vom 
leeren Begriffe aber kann auf irgend eine Existenz nicht geschlossen 
werden, und wenn ich irgendwo und irgendwann eine Aussage über 
irgend eine Wissensmaterie machen will, so kann ich keine Wahr- 
scheinlichkeit behaupten, wenn nicht die Gewifsheil aller Möglich- 
keiten gewährleistet ist. Wenn nun aus einer der beiden Urnen 
eine schwarze Engel gezogen worden ist, so braucht man sich über 
alle einzelnen mechanischen Vorgänge den Kopf nicht zu zerbrechen, 
weil diese die Wahrscheinlichkeitsrechnung gar nichts, sondern nur 
die Mechanik oder die Physiologie angehen. Die Gewifsheit aller 
Möglichkeiten fordern, klingt vielleicht fremd und sonderbar, doch 
ist ju ein Mifsverstehen nicht zu besorgen. Alle Möglichkeiten 
mUssen gewährleistet sein, wie Jemand, von dem ich nur weifs, 
dafs er sich jetzt mit gleicher Wahrscheinlichkeit im deutschen 
Reichstage oder in einem preufsischen Ministerialgebäude aufhält, 
notwendig in Berlin sein und ihm der Zugang zu beiden Häusern 
frei sein mufs. 
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Und wenn 1000 Personen zu den beiden Urnen geführt werda 
und sich dabei annäliemd gleichvielmal schwarz und weifs regiatriereo J 
läfst, BO ist auch dabei nichts, wafi eine besondere Erklärung nötig ■ 
machte, oder was überhaupt der Erlclärung fähig wäre — aufaer 
etwa eines. Wenn uns Jemand immer den Zug vorhersagte, der 
wirklich eintrifft, so ständen wir vor einem Bitael oder vor einem 
Schwindler. Das Prinzip der Spielräume aber kann nicht erklären 
und nicht dem Verständnis näher bringen, was im Orande gar 
keiner besonderen Erklärung bedarf. Eine Physik des Zufalls iat 
eine contradictio in adjecto, denn er eben ist nur da 
Physik aufhürt, und die Physik fängt immer da an, wo der Znf 
endet. Nur das können wir nicht zugeben, dafs wir den Zufa 
spielen lassen, wo wir gar nichts wissen, wo nicht einmal die 
mäfsige Einteilung gewährleistet wird. Die physikalischen Voi 
gänge, von denen wir absehen, weil wir sie nicht vorherzuaagen iq 
Stande sind, milssen ihrer Natur nach im grofsen und ganzen g»- 
währleistet sein ^ ja es mufs theoretiscli möglich sein , sie nach er- 
folgtem Resultat in ihre Elemente zu zerlegen. Beim Würfel und 
den Kugeln ist nichts rätselhaft. Hätten wir eine Urne mit einer 
beliebig gegebenen Kugel Verteilung, also eine feste Zahlenhestimmiuig^ 
und lägen in jeder Kugel noch geheimnisvolle Kräfte, die den Zog 
verhindern oder begünstigen würden, ohne dafs wir sie genau kenneD 
und zu veranschlagen in der Lage wären , so wäre es trotz aller 
zahlenmäfsigen Disjunktion wiederum unmöglich, ein Wfthrach«iq; 
lichkeitsurtei! zu fällen. Oder sollen wir in der Verteilang i 
Kräfte wiederum dem Zufall eine Stelle anweisen? We 
Aufgabe bestimmt vorschreibt, d. h. wenn wir hypothetisch diM 
Verteilung dem Zufall anheimstellen, nur dann ^nge es. 

Jedermann meint, dafs der WUrfel mit einer Seite sich prfl 
tieren mufs ; ob er über die Verteilung auf die einzelnen Seiten I 
vielen Würfeln auch nur das Geringste erfthrt, wenn er bei v. K&ikb 
das Folgende liest, mag der Entscheidung des Lesers Uberlauen 
bleiben, v. Kbibs hatte ein eigenartiges Stofaspiel beschrieben, i 
darauf beziehen sich einige leicht verständliche Hinweise des folgt 
den Citata: „Ganz ähnlich verhält sich nun die Sache auch 
komplizierten Fällen, etwa beim Würfelspiel. Welches Resultat ( 
Wurf ergiebt, d. h. welche Seite schlieTslich oben liegt, dae ^ 
darch eine ganze Anzahl von Bewegungen bestimmt. Wir bew 
den Würfel auf und ab, vor- und rückwärts, nach rechts und liaH 
lassen ihn Drehungen um verschiedene Achsen in einem nod | 
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entg^engeeetztem Sinne durchlaufen und erteilen ihm schliefslich, 
indem wir ihn aus der Hand entlassen, gewisse fortschreitende und 
drehende Geschwindigkeiten. Ehe gewürfelt wird, wissen wir, data 
eine gröfeere Zahl solcher Bewegungen vorgenommen werden wird ; 
die Zahl und Reihenfolge derselben aber und der Betrag einer 
jeden erscheint in weiten Grenzen ungewifa. Nun sieht man zu- 
nächst, data die Gesamtheit aller sich ergebenden Möglichkeiten auch 
hier jedes einzelne der sechs möglichen Endresultate in aufser- 
ordentlieh häutiger Wiederholung umfafat; es erscheinen von vorn- 
herein zahllose Modi der Bewegungen denkbar, welche den Wurf 6 
herbeifuhren würden, zahllose, welche den Wurf 5 zur Folge 
hätten u. s. w. Was in dem vorigen Beispiele durch die Wieder- 
holung von Schwarz und Weil's auf der Bahn geleistet wurde, ist 
also hier gleichermafsen dadurch hergestellt, dafs bei umfangreicher 
Variierung der Bewegungen sich immer nur die sechs Möglichkeiten 
des Erfolges wiederholen können. Denken wir nur flir jede einzelne 
der in Betra^^ht kommenden Bewegungen einen stetigen Wahrschein- 
tichkeitsansatz gemacht, so ergiebt sich auch hier unmittelbar die 
Gleichheit der Wahrscheinlichkeit fllr jeden der Würfe 1 — 6; denn 
wie dort die gleiche Breite der schwarzen und weifsen Streifen, so 
wird hier die geometrische und physische Regelmftfaigkeit des 
Würfels es notwendig mit sich bringen, dafs einem bestimmten zu- 
sammenhängenden Komplex von Bewegungsmöglichkeiten, welcher 
etwa den Wurf 6 ergäbe, immer andere, in jeder Beziehung nur 
ganz wenig verschiedene und von sehr nahe gleichem Umfange sich 
an die Seite stellen lassen, welche die Würfe 1, 2, 3, 4, 5 bewirkten, 
und dafa diese sechs Bewegunga arten, in regelmäfsiger Abwechslung 
sich wiederholend, den ganzen Spielraum möglicher Bewegungen 
ausfüllen. Ee ergiebt sich so in ganz ähnlicher Weise wie dort 
das Resultat, dafs die Gesamtwerte der die Erfolge 1, 2, 3, 4, 5 
und 6 ergehenden Bewegungsspielräume mit gröfster Annäherung 
gleich sein müssen. Hieraus resultiert dann auch die gleiche Wahr- 
scheinlichkeit jedes dieser Erfolge unter denselben Voraussetzungen, 
wie sie dort gemacht wurden." (S. 54.) 

Ist denn durch solche Argumentationen, die sich ähnlich mehr^ 
fach bei v. Kri£s finden, der Aufgabe nur um einen Schritt näher 
zu kommen? Wenn in der Schule die Aufgabe gestellt wird, zwei 
Kreise zu konatruieren , die sich entweder von aufsen oder innen 
berühren, so ist die Wahrscheinlichkeit für die Konstruktion des 
einen and des andern Falles bei jedem Schüler völlig gleich. Hier 
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raht die gleiche Wahrscheinlichkeit in der Wahl, die der Schüler 
nach seinem Belieben trelBFen kann, vorausgesetzt^ dafs er die Kon- 
struktion verstanden hat GtewiCs, die Spielräume sind fiir beide 
Teile völlig gleich, und zwar in aller Schärfe; wie will man aber dem 
ausschlaggebenden Moment, der Wahl des Schülers, beikommen? 
Wir haben in dem v. EBiEsschen Postulat eine sehr wichtige 
Polizeimafsrogel, aber das Gesetz ist höheren Ursprungs. Uns ist 
in diesem Punkte erfreulich die Übereinstimmung mit Stumpf: 
„Doch möchte ich glauben, daüs wir hier nicht ein eigenes logisches 
Prinzip nötig haben, sondern dab der Wahrscheinlichkeitsansatz 
als eine Ableitung aus emer vollständigen Disjunktion auf den ge- 
wöhnlichen logischen Axiomen ruht** Nur die erkenntniskritischen 
Ansprüche, die wir an die Disjunktion stellen, damit sie die Rech- 
nung b^grtUiden könne, ziehen eine scharfe Grenzlinie; jene Physik 
des Würfelspiels aber, die mit den zahllosen „denkbaren ** Modi der 
Bewegungen rechnet, könnte eher Wasser auf die Mtlhle der reinen, 
voraussetzungslosen Theorie der Denkmöglichkeiten leiten. Eben 
diese denkbaren Modi entziehen sich dem Urteil; alles Einzelne im 
Geschehen wird durch den Begriff „Auftreffen der Seite 6** über- 
wunden, und wer den wirklichen Erfolg erklären will, setzt schon 
voraus, wie der Würfel allein auf der Ebene in die Ruhelage kommen 
kann; er wird Schwierigkeiten haben, im einzelnen Falle das Auf- 
liegen von 6 herzuleiten, wenn irgend ein Wurf als Bestimmungs- 
stück der Aufgabe gegeben ist, wofern er nicht kurzen Prozeb 
macht und sagt: Es kann die 6 so gut auftreffen, wie irgend eine 
andere Seite auch. 
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Es mag gewils auf den ersten Blick befremden, den Begriff 
der mathematischen Wahrscheinlichkeit in seiner Prägung fUr die 
Rechnung auf einer Übereinkunft, sie mag noch so einleuchtend 
sein, ruhen zu sehen. Alle Beziehungen zum Spiel, die Ein- 
richtung von Lotterien erwecken die Vorstellung, dafs man es 
mit etwas Denknotwendigem zu thun habe. Eine Lotterie mit 
1000 Losen, die 50 Gewinne, eine andere, die 100 bei gleicher Los- 
zaU hat, sollten diese nicht ohne weiteres ergeben, dafs, wie die 
CSiancen des Gewinns im Verhältnis von 1 : 2 stehen, auch die Wahr- 
scheinlichkeit des Gewinns sich verdoppeln müsse? Kein Zweifel, 
dafe die Chancenverhältnisse des Spiels die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung ins Leben gerufen haben; sie haben den Begriff eines 
Geschehens, bei dem an sich nicht unterscheidbare EinzelfkUe, ge- 
kennzeichnet durch ein Merkmal, das keinerlei Einflufs auf die Vor- 
gänge auszutoben vermag, eine leicht verdiente Rolle spielen, den 
DE MigBti, Pascal und Febmat zu einer mathematischen Abstraktion 
in die Hände gespielt. Aber das doppelt und dreifach Wahrschein- 
liche ist keine Wertung, die wie der Begriff des Wahrscheinlichen in 
unserem Denken vorgefunden wird. Notwendig ist nur, dafs unser 
Urteil eine gröfsere Wahrscheinlichkeit aussagt, wenn die gleich- 
wertigen Gründe sich mehren. Wenn es z. B. bei Moser (Die Gesetze 
der Lebensdauer S. 5) heilst: „Das Mafs der Wahrscheinlichkeit 
tragen wir in uns, die Wissenschaft muls dasselbe folglich als vor- 
handen annehmen,^ so ist das nur insofern richtig, als wir, gestützt 
auf den Begriff der Gröfse, eine geringere und eine gröfsere Wahr- 
scheinlichkeit innerhalb der Erfahrung — deren sonstige Bedingungen 
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immer vorausgesetzt bleiben — aussagen künnen. Nachdem J 
von den möglichen und glücklichen Fallen geredet hat, ist ihm ( 
„Wahrscheinlichkeit nach dem Urteile aller Menschen nur \ so grott 
wenn der möglichen Fälle dreimal so viele sind u. s. w." (als dfll 
glücklichen), und je mehr der glücklichen Fälle, „desto grOfser isl 
uns die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses. Auch hierbei findet eia 
einfaches Verhältnis statt: verdoppelt sich die Zahl der glUcklichta 
Ffille, ao verdoppelt sich auch die Wahrscheinlichkeit de« 
eignissea." Nach solchen Betrachtungen, die immerhin zeigen, dal 
MosEB über die Fragestellung sich völlig Rechenschaft gcgobcH 
hatte, ist es dann leicht, die vorgefundenen gData" in den bekannten 
Quotienten umzusetzen. Was definiert wird , liegt schon in völlig 
unbewiesenen, bei näherem Zusehen unhaltbaren, ja fast unv«^ 
atändlichen Annahmen. Die Beziehung auf das Spiel, die Wertung 
der Lose in obigem Beispiele bringt uns nfiber, was gemeint ist 
Vernünftigerweise wird dadurch eine praktische, der Billigkeit ent- 
sprechende, exakte Preisregulierung in eine Verbindung mit unsenn 
Urteil gebracht. Weil aber unter mathematisch scharf ahgrenzbaren 
Umständen der doppelte Preis für ein Loa rationell erweise zu fordern 
und zu zahlen ist, soll sich auch die Wahrscheinlichkeit, mit ihm 
Zugewinnen, verdoppeln? Nehmen wir an, dafs zur .Sättigung eine* 
Hungernden ein gewisses Quantum notwendig ist, sagen wir lOO 
Gewichtat«ile , werden dann 20 GewichtsteÜe den doppelten Effekt 
von 10 herbeiführen? Das Gleichnis hat, wie alle, seine Mängel; 
indessen will mir scheinen, dafs man mit einer zehnfachen Wahr- 
scheinlichkeit ohne nähere Erklärung gar nichts anfangen kann, 
weil es sich um die logische Wertung eines Urteils handelt, während 
jede unmittelbar auf quantitative Verhältnisse verweisende Charak- 
teristik die einfache Proportionalität unserem Verständnis viel näher 
rtickt. Man kann durch Gleichnisse eher ad absurdum führen, 
man mit ihrer Hülfe allein eine Behauptung stützen kann, 
zweiflen keinen Augenblick, dafs man im gewöhnlichen Sj 
gebrauch seit jeher sagt, dies Urteil sei tausendmal wahrscheitüichel 
als ein anderes. Aber diese Aussage ist, wie Jedermann zugebq 
wird, selbst nur ein Gleichnis. Es hat der Disziplin vom y 
Beginn nicht an Analogien gefehlt, die eine Entdeckung i 
nötig haben wird, so gute Dienste sie auch dem Entdecker vor d 
Erfolg leisten. Und nun gar eine mathematische Entdeckung, 
pythagoreische Lehrsatz legt nahe, sich den analogen Fall der { 
liehen Poljgone, die auf den Selten des rechtwinkligen Oreie 
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loUBtruiert werden können, auf seine Bedeutung fUr das Orßfsen- 
verhältnis anzusehen. Aber mit der Analogie selbst kann der 
Mathematiker nichts anfangen, „ProbabiUtas est in-adus certitudinis 
et ab hac differt ut pars a toto", heifst es mit einem kühnen „iit" 
in der „Ars conjectandi" Jakob Bernocllis, und Lbibsiz'), der 
sieh in einem Briefe über das thö richte Beginnen der Rechts- 
gelehrten und der Arzte, welche den Mund vollnehmen mit Aus- 
drücken von der Art, dafa Gründe nicht nach der Zahl, sondern 
nach dem Gewicht zu schätzen seien, lustig macht, rilgt zugleich, 
dafs jene von einer Wage nichts wissen, auf welcher die Grtlnde 
gewogen werden können. Mit den Mathematikern müäse man die 
Gewifsheit als Ganzes, die Wahrscheinlichkeiten als dessen Teile 
betrachten. Wahracheinliches verhalte sich zum Wahren, wie ein 
spitzer Winkel zu einem rechten. Alles sehr geistreiche Bilder, aber 
das Fixiermittel der heutigen Mathematik fehlt, die Strenge, mit 
der jeder folgende Schritt auf einen ersten zurückzuführen ist, der 
entweder auf der natürlichen Heeratrafse allgemeiner Wahrheit an- 
getreten oder durch einen nicht willkürlichen, sondern auf dem- 
selben TeiTain kunstlich hergestellten Pfade seinen Ausgang nimmt. 
Besitz und Schulden, Vorwärts- und Rückwärtsgehen, Fallen und 
Steigen, das sind alles Analogien, die die negativen Gröfsen aus 
dem gemeinen Verstände in die Mathematik hineinillustriert haben; 
aber die Multiplikation von (^l)-(—l) kann uns kein gesunder 
Verstand lehren, wie er sich auch keinerlei Vorstellung von dieser 
Operation bilden kann. Diese Multiplikation gehört nur auf Grund 
einer Festsetzung in das Gefüge der heutigen Mathematik, wird also 
die „Wahrscheinlichkeit y'^" darum minderwertig, dafs man ihr 
nachsagt, sie sei bedeutungslos, ein fast unsinniges Gleichnis, wenn 
man sie nicht auf das Postament einer logischen Notwendigkeit, 
sondern das der Übereinkunft, einer auf plausibler Basis beruhen- 
den Definition stellt? 

Auseinandersetzungen wie die Mosers sind in der Litteratur 
^^fcht die Regel; sie sind relativ von aufsergewühnlicher Klarheit, 
^^H wenig sie zu befriedigen vermögen. Namentlich die psychologi- 
^^^nen Momente haben eine beständige Verdunkelung der ganzen 
^Materie herbeigeführt. Es ist nicht ganz leicht, von dem Vergleich 
mit „Teilen der Gewifsheit" so weit zu gelangen, dafs man sagen 
könne, was denn mit der LEiBNizschen „Wage" eigentlich gewogen 
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werde. Was wir vemOiiftigerweise za erwartea luben, ^ebt 
den Inhalt fbr ein Wahrscheinlichkeitsurteil . aber das Wahrschein- 
liebe kann sich auch allgemeinerer Aussagen bemächtigen. Im ge- 
wöhnlichen Gebraach sind ea Gründe und Gegengründe, die des 
Betriff charakterisieren, wir bleiben daher mit ihm im Bereiche des 
Verstandes, und wie alles Wissen von Etwas der Erkenntniskritik 
anheimfiUIt, die wir in nnseren Abstraktionen von der Psychologie 
zu trennen pflegea, so krtnnen alle Exkursionen in das Getriebe der 
psychischen, logisch nicht determinierbaren Reaktionen auch den 
mathematisch zu formulierenden Wahrscheinlichkeitsausdrack da- 
selbst nicht aufspüren. Definitionen wie diese*): 

„Unsere Hoffnung verhält sieb zu unserer Furcht wie die 
Zahl der günstigen Fälle zu der Zahl der ungünstigen. Folglich 
ist die Wahrscheinlichkeit ein Bruch , dessen Nenner durch dii 
Summe der möglichen Fälle, und dessen Zähler durch die Menga- 
der günstigen Fälle bestimmt wird' 
dürften nicht selten sein. Man sieht, wie bequem hier etn „folglich' 
die Schwierigkeit mit sanftem Sprunge nimmt. Uan könnte eine 
ganze Blumenlese solcher Definitionen zusammenstellen, in welchen 
der Versuch, etwas nachzuweisen, was nicht nachweisbar ist, an 
leeren Worten sich genügen läfst, die för den Verstand bleibende 
Lücke auszustopfen. In einem sehr guten Buche, dem von der 
Universität in Kopenhagen preisgekrönten Werke: „Die Lehre von 
der Mortalität und Morbilität" von Harald Westekuaaed erfahr» 
wir im Gegensatz hierzu, dafs die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
einer Fiktion beruht Nachdem das Beispiel von 37 s und 63 W 
Kugeln in üblicher Form gegeben ist, heifst es wörtlich: „Wenn 
wir von der WahrBcheinlichkeit reden, eine schwarze Kugel zu er- 
halten, so sagen wir ja eigentlich, dafs es gleichwahrscbeinlich ist, 
dafs jede der s Kugeln gezogen wird. Soll dieses buchstäblich 
verstanden wirden , so mufs man sich denken , dafs alle Ursachen 
ganz dieselben seien, da alle Kugeln dieselben Aussichten haben. 
Wäre solches aber der Fall, so mlil'sten notwendig alle schwarzen 
Kugeln mit herauf folgen, sobald die Hand eine ergriffen hätte, 
denn sonst wären die Ursachen ja nicht dieselben. Wenn alle Ver- 
hältnisse genau dieselben wären, so mUJste notwendig die Ursache^ 
die auf eine Kugel wirkte, gleichzeitig auf all die anderen mitwirke^ 
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and das Resultat würde sich so ergeben, dafs entweder alle Kugeln 
auf einmal herauf kämen, oder alle im Beutel liegen blieben." 

Die gleiche Wahrscheinlichkeit wird hier zu einer Fiktion, und 
aus welchem Grunde? Weil gieichwahracheinlich , „buchstäblich 
verstanden", so viel wie gleiche Gewifsheit bedeutet. Indem der 
Verfasser diese beiden Begriffe verwechselt, kommt er natürlich 
auf einen Widersinn. Und doch ist nicht die Fiktion, sondern die 
Abstraktion gl eichwahrscheinl icher Fälle, die sich genau so an 
dem Geschehen: „Zug einer schwarzen Kugel" vollzieht, wie wir den 
Begriff „schwarze Kugel" bilden, die logische Grundlage der ganzen 
Rechnung. Wenn wir den Begriff „schwarze Kugel von Elfenbein 
und dem Radius 1 cm" bilden, so fingieren wir ganz und gar keine 

»Identität der Kugeln, die ein Unding ist, sondern wir scheiden die 

ftidividuen voneinander wie immer. Aber wir sprechen aus, dafs 
sich untereinander vertreten können, ohne dafs dieser „Zug 
nner Kugel" infolge der Übereinstimmung ein „Zug aller Kugeln" 
■den müfste. Wir fingieren zuweilen eine Gleichheit der Objekte, 

I -wo sie nicht annähernd existiert, gewifs, und diese häufig sehr ge- 
waltsamen Fiktionen hat man durch den Nachweis zu rechtfertigen, 
dafs sie fUr das Resultat der Untersuchung belanglos sind, aber man 

I darf sie nicht durch den Hinweis auf eine allgemeine Fiktion der 

bnviBBenschaftlichen Methode decken. 

^ Von der In der Form scheinbar strengen Ableitung des 

' KaLkuls bis zu dieser Verflüchtigung der objektiven Grundlagen in 
der Fiktion sind alle Nuancen der Betrachtung in Lehrbüchern 
und Anwendungen zu finden, die nicht einfacher und verständlicher 
durch die Frage werden, ob man es nur mit einer Methode von 
praktischem oder theoretischem Werte zu thun habe. Wir haben 
diese Alternative bisher nur gestreift und möchten ihr an dieser 
Stelle nur eine kurze Bemerkung widmen. Die mathematische 
Wahrscheinlichkeit präzisiert ein Urteil, wenn dessen Subjekt es 
zulafst. Was wir mit dem Urteil anfangen wollen, ob wir darauf- 
hin eine Handlung stützen oder einen Satz der Wissenschaft, eine 
Hypothese z, B., weiterverwenden wollen, ist doch für den Charakter 
und die Bedeutung der Methode gleichgültig. 

Zunächst läfst sich also bemerken , dafs die Frage eine sach- 
liche Grenze nicht zieht, und dafs man auf so allgemeine Formu- 
lierung überhaupt nichts aussagen kann. Aufser in den Aufgaben 
der Lehrbücher ist die matliematische Bestimmung der Wahrschein- 
lichkeit ein Mittel, das seine Dienste leistet wie jede andere Methode 
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der Wissenschaft auch. Die zahlenrnftlüsigen Angaben enthalten 
eine sofort übersichtliche , objektive, Jedermann verständliche Cha- 
rakteristik und haben so den Wert, den jedes Mals tlberhaupt be- 
sitzt. Sie messen y was zu messen ist: Grade der Wahrscheinlich- 
keit; sie vermehren unsere Kenntnis so wenig, wie das Thermometer 
die Temperatur erhöht 

Der Formalismus der Rechnung hat auf vielen Gebieten gute 
Dienste geleistet; die Terminologie hat sich in praktischen Diszi- 
plinen eingebtlrgert, die jenen Formalismus sehr gut gebrauchen 
konnten, die aber Begriff und Wesen der mathematischen Wahr- 
scheinlichkeit mehr aus einem theoretisch-ästhetischen Bedürfiiis sich 
ab Gtewand angezogen haben, als aus Gründen der Sache selbst 
Wie die siamesischen Zwillinge sind die Hasardspiele und das Ver- 
sicherungswesen zugleich in die Erscheinung getreten, ein wunder- 
bares Spiel der Natur — dort und hier eine Verkettung heterogener 
praktischer Einrichtungen, wenn sich dieser Oberbegriff fUr 
die beiden unnattlrlichen Geschwister überhaupt verwenden läüst Ihr 
Band ist allerdings der mathematische Eifer gewesen, der an den 
Kombinationen des ZuCeJIs eine willkonunene Gelegenheit fkir die 
Übung des Scharfsinns fand und sich nach einer nützlichen Ver- 
wendung umsah; die Schemata des Spiek konnten auf die Dauer 
nicht befriedigen, und so wenig der Mathematiker eine Verpflichtung 
hat, für die praktische Verwertbarkeit seiner Untersuchungen einen 
Nachweis zu liefern, so erwünscht wird es dem Begründer einer 
neuen Disziplin sein, sie auch durch ihren Nutzen gestützt zu sehen. 

Diesen Nutzen hat die Kritik der Grundlagen erst in zweiter 
Linie ins Auge zu fassen. Das Fundament zu untersuchen, war 
die Bestrebung der früheren Kapitel. Es genügt aber nicht, dals 
wir dessen logische Widerspruchslosigkeit darthun können ; auch die 
in der richtigen Beurteilung eines empirischen Thatbestands nach- 
gewiesenen Gründe dtlrfen nicht davon zurückhalten, die Kontrole 
an den Folgerungen selbst von neuem auszuüben. Aus Wahr- 
scheinlichem wird man selbst nur Wahrscheinliches folgern können. 
Haben aber die Prämissen objektive Bedeutung, so dürfen auch 
die conclusiones nicht in der Luft schweben. Die Folgerungen 
werden von der Modalität der Prämissen abhängig sein. Ist der 
Obersatz assertorisch, der Untersatz problematisch, so wird auch 
der Schlufssatz nur problematisch behauptet werden können. Eine 
Syllogistik der Wahrscheinlichkeitsschlüsse, so interessant sie sein 
möchte, liegt nicht in der Absicht dieses Buchs. Aber es versteht 
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III selbst, daTs die Folgerungen mit demselben Mafse zu be- 
urteilen sind, wie die Prämissen selbst. 

Das BERNOULLische Theorem ist der Hauptsatz der Disziplin. 
Er kann nicht in das Gebiet sicheren Wissens überleiten, aber 
es iat seine Tendenz , von minimalen , hftuäg bedeutungslosen 
Quotienten zu solchen überzugehen, welche wolil eine Richtschnur 
f[)r nahezu sichere Urteile abgeben können. 

Zwanzig Jahre hatte Jaxob Beknoülli nachgedacht, als ihm 
endlich der grofse Wurf gelang, das Gesetz der grofsen Zahlen, 
wie man sein Theorem seit Poibson zu nennen pflegt, zu beweisen, 
CAODAno ') hatte es schon ziemlich deutlich ausgesprochen, jetzt 
aber lag es zweifellos mathematisch bewiesen vor dem Auge des 
Forschers. Die Brücke zur allgemeinsten Verwendung war ge- 
schlagen — dafs es sich um Rechtfertigung einer allgemeinen An- 
schauungsweise, die im täglichen Gebrauche geübt werde, handelte, 
konnte nur einen Vorzug begründen, und von vornherein waren weit- 
tragende Konsequenzen auch von der mathematischen Seite zu er- 
warten. Wir wollen versuchen, das Gesetz von beiden Seiten zu 
beleuchten, indem wir fUr die mathematischen Betrachtungen uns 
verstatten, so deutlich zu werden, dafs auch der Nichtmathematiker 
bei gutem Willen das Folgende verstehen kann. Wer das Produkt 

10-10 = (3 + 7) (3+ 7) = 3-3 -1- 3-7 -I- 7-3 -I- 7-7 
in dieser Weise bildet, der weifs, dafs die beiden mittleren Glieder 
im Resultat sich nur durch die Anordnungen der beiden Faktoren 
unterscheiden, so dals er ohne weiteres auf Grund der Multipli- 
kationsregeln 

3-3 -f- 2X3-7-!- 7-7 
niederschreiben wird. Nimmt man jetzt einen dritten Faktor (3 + 7) 
hinzu, so läfst sich leicht die Zusammensetzung 

3-3-3 + 3X3-3-7 + 3x3-7-7 -+-7-7-7 
för das Produkt verifizieren, und wofern man dasselbe Verfahren 
fortsetzt, so wird man bei lOmaliger Setzung des Faktors also für 
die Zahl 10000000000 eine Zusammensetzung aus Summanden 
konstatieren können, von welchen ein jeder 10 Faktoren 3 oder 7, 
oder 3 und 7 enthalt, während eine Zahl noch überdies angiebt, 
wie oft ein jedes einzelne so beschaffene Produkt zu setzen ist. 
Schreibt man rechts oben eine Zahl, die sagt, wie oft der einzelne 
Faktor zu setzen ist, so erhält man 
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(8+7r-3"+10X8'7'+^8'.7'+^3'.7'+ 

Für die Rechnung ist nur von Belang, welche Faktoren auftreten; 
aber wenn ich nach dem Entstehen der einzelnen Produkte frage^ 
so kann man z. B. in dem zweiten Gliede die einmal vorkommende 
Zahl 7 an eine jede Stelle der Anordnimg gesetzt denken, so dafs 

o*ö*3*o*8*ö»3*o*ö*7 

o*ö*3*o*3*ö*o*7*3*3 



7*3*3*3*3*3*3*3*3*3 
das vorstehende Bild ihm sagt, wie dieses Glied und auch alle an- 
deren entstanden zu denken sind. Die kleine Rechnung giebt ein 
Beispiel für den binomischen Satz, der allgemein in dieser Form 
ausgesprochen werden kann: 

. , ,.n •• , »-1, , n(n — 1) "-2,2 

(a + o) =a -j-na o •+• \ >j ti 6 -j-.... 

1 * M 

, n(n— 1) 2 »-2 »-1 •• 

1 * A 

Was werden also die Gröfsen: 

1 n n(w — 1) n(n — l)(w — 2) 



1-2 1-2-8 

(o) ö © ® 

die wir abgekürzt mit den unteren Zeichen benennen wollen, an- 
geben? Sie werden mir sagen, wie viele Anordnungen die Groben 
a und b zulassen , wenn ich sie auf alle möglichen Weisen neben- 
einander schreibe. Sie führen den Namen Binomialkoeffizienten, 
haben aber insofern eine ganz allgemeine Bedeutung. Was auch 
die Zeichen a und b vorstellen mögen, nehme ich von jeder Art 
eine bestimmte Zahl, zusammen aber n, so giebt die Gröüse 



(") 



an, wie oft sich a Elemente a und n — a Elemente b oder die um- 
gekehrte Verteilimg so präsentieren können, da(s eine jede Anord- 
nung anders erscheint. Diese Beziehung ist eine kombinatorische, 
die ein Jeder, der sich die Mühe nimmt, alle jene Anordnungen zu 
bilden, nachentdecken kann, die allgemein, wie sie hier ausgesprochen, 
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eicbt beweisbar ist, und die SelbstTerständliches im Sinne von 
Jacobi auf eine wissenschaftliche Form bringt. Unter den tausend- 
fachen Beziehungen, die unter den Koeflicientcn denkbar und be- 
kannt sind, ist die an sc baulichste in dem PASCALSchen Dreiecke 
symbolisiert, das wir hierher setzen wollen : 
1 
1 1 



1 



) 10 10 £ 
15 20 15 



1 



Wer sich dieses Zahlenbild ansieht, wird es leicht fortsetzen können, 
da da« Gesetz in die Äugen springt. Kombinatorische Sätze sind 
Identitäten in allgemeinerem Sinne, als die algebraischen Formehi. 
Das Produkt 

(a+ b) ia + b) = a' + 2 (A + b^ 
ist rechts und links identisch ausgedruckt für alle Oröfaen a und 
b, mit denen man multiplizieren kann. 

Aber jene Koefrtzienten — hier 1, 2, 1 — leisten nur fUr einen 
besonderen Fall, für die Multiplikation, was sie ganz allgemein fUr 
alles, was einer Anordnung im Kaume oder in der Zeit fähig ist, aus- 
sprechen. Was im Baume irgendwie geordnet ist, kann nur durch 
ein Geschehen in eine andere Ordnung gebracht werden, und das 
Geschehen selbst, wofern es sich um Ereignisse handelt, die wir nur 
im Raum und in der Zeit unterscheiden können, erfolgt immer in 
einer bestimmten Ordnung, die, je mehr der Inhalt zurücktritt, 
beetimmend wird für die begriffliche Abstraktion, die uns wiederum 
Fälle zu zählen gestattet. 

Fragen wir nach den Zahlen unseres Systems, welche die Ziffern 
1, 2, 3, 4, 5 sämtlich und nur je einmal entlialten, so wissen wir, 
dalö in unserer Schreibweise jede Stelle einen Rang repräsentiert, 
die letzte kommandiert Einheiten, die vorletzte Vielfache von 10, 
dann kommen die Hunderte u. s. f. Unsere Jahreszahl 1896 sieht 
anders geschrieben so aus: 

6-1 -+- 9-10 -h 8-100 + M000 
Wir können also mit jenen 5 Ziffern : 

l-2-3-4-5:=120 
hiedene Zahlen schreiben; lassen wir aber nur die Ziffern 1 
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oder 2 oder 1 und 2 in die 5stellige Zahl eintreten, so kann mit 
ihnen so oft eine andere Zahl gebildet werden, ab die Summe der 
Binomialkoef&zienten 

14-5 + 10 + 10 + 54-1 = 32 
uns das angiebt Im ersten Beispiele fallen alle 120 Fälle in einen 
einzigen zusammen, wenn ich nach dem Produkt oder der 
Summe frage, im zweiten werden der Reihe nach 

119 115 110 110 115 119 
Fälle von solchen der gezählten 32 nicht unterscheidbar, obwohl bei 
einer Herstellung des Zahlenbilds aus stofflichen Zahlzeichen 1 und 
2 sie alle noch verschiedene Anordnungen bedeuten würden. In 
diesen kombinatorischen Schematen hat man, wie sich in ihrer Be- 
handlung die Disziplin fast erschöpft, eine Richtschnur ftlr deren Be- 
urteilimg überhaupt. Es liegt in ihnen wie in allen mathematischen 
Wahrscheinlichkeitsurteilen immer ein Hinweis auf ein Geschehen, 
innerhalb dessen wir eben jenen verschiedenen Anordnungen allein 
einen Sinn beizulegen vermögen. Eine Urne mit unbekanntem 
Mischungsverhältnis der Kugeln ist uns ein Rätsel, das wir nicht 
zu lösen vermögen. Die Möglichkeiten in Bezug auf 2jahl und 
Verteilung geben keinen Anlafs, einen Quotienten von irgend einem 
Sinn zu bilden, der über sie hinausführte, wenn uns nicht irgend 
ein Anhalt gegeben ist, wie die Kugeln in die Urne hineingekommen 
sind. 

Mit den Möglichkeiten Kombinationen vorzunehmen, kann Nie- 
mand verhindert werden; es mag sogar eine gute logische Übung 
und fUr die Erkenntnis der Disjunktionen von Bedeutung sein, dals 
die Zusammensetzung disjunktiver Urteile dieselben Ansprüche an 
die Unabhängigkeit der Prädizierungen stellt, wie sie in unserer 
Disziplin von den „Fällen" verlangt wird*). Aus 

(«) (6) 

A und B sind entweder männlich oder weiblich; 

A und B sind entweder blond oder braun 

(«) (ß) 

ergeben sich die Möglichkeiten 

flir^ a a aß ha b ß 
oder B a a aß b a b ß 



1) Auf die Bedeutung der „kombinatorischen Synthesis** f&r die Logik 
wird von Cournot hingewiesen. Wahrscheinlichkeitsrechnung übers, von 

SCRNUSS. S. 1. 
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ob aber Jemand auf diese Einteilung hin sagen würde, aus obigen 
Daten folgt , dafs die Wahrscheinlichkeit flir A und B männlich 
und blond zu sein = ^^ ist, möchten wir bezweifeln. 

Jedenfalls wird man aber aus diesen Beispielen ersehen, dafs 
die Kombinationen von allgemeinster Bedeutung sind, daCs sie selbst 
über nichts Aufschlufs zu geben vermögen, als über Anordnungen 
in Raum und Zeit Überall wo sich kombinieren läfst, und wer 
daran Vei^ügen findet, kann ja Wehmut, den Nordpol und ZBhn- 
schmerz permutieren, wird sich auch der binomische und poly- 
nomische Satz zu irgend welcher Bedeutung vergewaltigen lassen. 
Aber wenn diesem wichtigen mathematischen Theorem irgend eine 
Bedeutung aniser der formalen gegeben werden soll, so mufs man 
ihn durch Voraussetzungen realer Natur erfüllen, sonst ist der 
Wert in der Übung der Rechnung ausschlielslich zu suchen, der 
Erkenntniszuwachs aber gleich Null. Auch darüber ist kein Streit, 
dafs Jakob Bbbnoülli der Meinung gewesen ist, eine mit den Kom- 
binationen im Zusammenhange stehende Maxime unseres Denkens, 
die bis dahin, wenn auch nicht instinktiv, so doch ohne scharfe 
zaUenmäfsige Begründung geübt worden war, durch ein mathe- 
matisches Gemäuer in den Rang einer imeinnehmbaren Burg zu 
erheben. — 

Der binomische Satz rechnet und zählt; soll ihm also noch 
eine besondere Bedeutung über diese formale Arbeitsleistung hin- 
aus beigelegt werden, so mufs auch dem Gezählten die Fähigkeit 
innewohnen, die Berechtigung dafür nachzuweisen. Es tritt uns 
hier dieselbe Frage, wie überhaupt in der Disziplin, entgegen. 
Genügt es, mögliche Fälle zu zählen, die sich die gleiche Wahr- 
scheinlichkeit lediglich durch unsere Unkenntnis erwerben, oder 
sollen wir zählen, was nach unseren Erwägungen als gleichwahr- 
scheinlich anzusehen ist? Ein Kriterium für die Berechtigung der 
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einen oder anderen Ansieht kann die Anwendbarkeit des binomi- 
schen Satzes selbst nicht geben, denn diese ist beiden völlig gewähr- 
leistet. Aber eine andere Frage ist es, ob der Begriff der Wahr- 
scheinlichkeit aufserhalb unserer einschränkenden Festsetzungen 
noch einen Anteil an den Resultaten dieser komplizierten Rech- 
nungsweise behält, die mit dem Aufstieg in das Terrain der höheren 
Mathematik an Anschaulichkeit verliert und lediglich durch den 
ersten Schritt, die Definition, gerechtfertigt wird. 

Sind es nur jene Verhältniszahlen, die „günstigen Fälle^ sum- 
miert und die Zahl aller möglichen, ist es nur die vorher gegebene 
Einteilung einer erschöpfbaren „Sphäre^ oder eines „mefsbaren 
Spielraums '', welche unsere Übereinkunft in der Definition mit dem, 
was sie dem Denken an Inhalt verleihen, sanktionieren, oder hat 
sie auch in weiteren Verhaltungsweisen des G^chehens, das ja 
unserem Verstände adäquat sein mufs, Faktoren, die den geschlossenen 
Vertrag erst ratifizieren? 

Eine Urne mit n weifsen und m schwarzen Kugeln, nach und 
nach entleert, ohne dafs man einen Blick hineinfallen läfst, giebt 
als Schlufsresultat, was vorher richtig gezählt worden ist Wieder- 
holt man dasselbe Spiel, so wird sich eine andere Anordnung er^ 
geben, und wollte man die Wahrscheinlichkeit einer bestinmiten 
Aufeinanderfolge der w und s Kugeln bestinmien, so wären 

/n + w\ /n 4- w\ (»> + »») t 
\ n / \ m ) nl ml 

verschiedene Folgen zu zählen, die Wahrscheinlichkeit einer wäre 
also der reciproke Wert dieses Bruches. Aber schon wenn die 
Zahl der Kugeln einigermafsen grofs sein würde, liegt es nahe, bei 
lotteriemäfsigem Verfahren nach einer Reihe von Zügen zu erwarten, 
dafs das Mischungsverhältnis sich auch in den Resultaten geltend 
machen werde. Weicht aber das Resultat davon ab, so ist dabei 
auch nichts Unerklärbares, denn es sind ja alle Anordnungen und 
auch die Extreme, dais a weilse oder a schwarze aufeinander folgen, 
völlig jeder anderen Anordnung gleichberechtigt, wenn a'<C^n oder 
m ist Nur wahrscheinlich ist es nicht, dafs gerade diese Folge 
erscheint, während es eine grofse Zahl anderer giebt, die dem Ver- 
hältnis n : m mehr oder minder nahe kommen , ganz davon ab- 
gesehen, dafs eben alle anderen Fälle verschiedener Farben auch 
noch auf mehr als eine Weise dasselbe numerische Verhältnis pro- 
duzieren können. Man sieht aber unmittelbar ein, da(s man nicht 
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nur ans der gcgcbcccn Vterwbnp ^ea WurKt:.<ei:£:v^ei::^ 
qaolianten bOdea kisn. iODdarn «Sau eben j-ece d:irv^ Kozibir^fi« 
tionen »hiililharcn 3[9|dicbke£ttn aadi den Räckscriluis a'o: ;<fc<e 
nach ancm besüancD Benhms ralauen — nor ddurt rria;:: nkh: 
▼ogOBaeDy dab njui. beror die letzte Ku^ virklkii p»c^>K: :$:. 
von dem iiiHiilinrii P&de der Wahrsoäeiiiliclikeit nxltc Au.t dec 
gerachten Hanptw^ gtixagcü. kann. Eine Vorä«^. Ob hier 
Kawmlifit anier UneQ mit dirigiert? ELaben die Ku^ln nicht ihnf 
Stelle in deni, was roigelit? Was mir unbekannt bletbL die Steile 
der dnarhifsn Webcfiidcn, kann ich nicht unterscheiden, aber dau 
sie wiridick Torkanden sein mflsBen, wie auch das Gewebe ausndle« 
und dals der Faden mit zum Weben gehöre buTst sich der Ver- 
atand nickt streitig macken. Die blofsen DenkmGgUchkeiten kennen 
immer nur Hirngespinste weben, und jene unwahrscheinlichen Fälle« 
wenn sie wirklich werden, müssen immer auch alle anderen als 
real mOglich noch übrig lassen. Weils ich nur, dafs irgendwo eine 
weilse oder eine schwane Kugel ist^ so müssen sie beide und nur 
sie beide irgendwo als sicher vorhanden konstatiert sein^ wenn ich 
mit einer jeden von iknen rechnen .soll. 

Mit jenem Rückschlufs haben wir es zunftehst nicht zu thun« 
Yielmehr knüpfen rieh alle Untersuchungen für das Gesetz der 
grolsen Zahlen an ein Geschehen, das nur mit den vorher kon> 
statierten oder gegebenen Wahrscheinlichkeiten verglichen win). 
Als eiserner Bestand pflegt bei dieser Gelegenheit eine Reihe von 
Versuchen mitgeteilt zu werden, die zeigen, dafs die vorauszusetzen- 
den Quotienten bei einer grofsen Zahl von FftUen mit ganz geringen 
Verzerrungen in den Resultaten wiedergespiegelt wenlen. Wir 
wollen uns an dem berühmten Beispiele von Buffon genügen liisson, 
das wir nach Poisson mit folgenden Angaben beschreiben. Es ist, 
nebenbei bemerkt, sehr schade um die schöne Zeit, die auf Ähn- 
liche Versuche verwandt worden ist; der moderne Mensch kann 
sie billiger haben, wenn er einen Blick auf die Ziehungsliste der 
Lotterie wirft, die schliefslich im räumlichen Bilde zeigt, dals ein 
jedes Tausend annähernd den gleichen Kaum ausHlUt. 

BxTFTON hatte mit dem Spiele Wappen und Schrift 2048 Ver- 
suchsreihen ausführen lassen, im ganzen sind 4040 Würic angegeben. 
Es fiel 
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auf den 1. Wurf 1061 mal Wappen 
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2048 

Alle übrigen Würfe, 1992 an der Zahl, zeigten natürlich die 
Schriftseite. 

Man sieht, dafs die minderwahrscheinlichen Fälle mit geringerer 
Frequenz erscheinen, und dafs das Verhältnis dieser 2048 dem' 
Wappen günstigen Würfe zu der Zahl aller 4040 

nahezu mit der Wahrscheinlichkeit Wappen zu werfen, mit j^, über- 
einstimmt Dieses typische Beispiel lehrt nur, dafs jene Überein- 
kunft in der Definition sich nicht allein auf logische Momente stütst, 
sondern dafs wir auch in ihr eine Festsetzung getroffen haben, die 
ihre Rechtfertigung im wirklichen Verlaufe der Erscheinui^gen von 
neuem findet. Wir haben keinen Grund, im Wurf den FaD 
Wappen oder Schrift zu scheiden, aufser wenn sich der Fall voll- 
zogen hat, und siehe da, die Fälle ordnen sich fast so an, als 
hätten wir es mit einer gesetzlichen Norm zu thun. Aber wer in 
dem Experiment Buffons etwas sähe, was sich dem physikalischen 
Experiment an die Seite stellen liefse, der würde sehr auf Abw^ 
geraten. Esbeweist gar nichts, es bestätigt nur unsere Erwartung, 
und es giebt zugleich der Definition einen Rechtsgrund, dessen wir 
im voraus gewifs waren, weil es einen Nonsens bedeuten würde, 
wenn bei gl e i c h e r Wahrscheinlichkeit der eine Fall in einer grofsen 
Anzahl, oder sagen wir noch bestimmter, immer den andern schlagen 
sollte. Physikalisch ist an diesem Resultat nichts Merkwürdiges; 
aber auch wenn das Unerwartete sich vollzogen und immer wieder 
der eine Fall sich ereignet hätte, wäre die Physik nicht in Auf- 
regung geraten. Die Erklärung hätte sich schon gefunden. Nur 
hätten wir es dann nicht mehr mit jener gleichen Wahrscheinlich- 
keit zu thun gehabt, die Wind imd Sonne zwischen den beiden 
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gleich verteilt wissen wollte, FUr eine Reihenfolge ein- 
facbater Ersciieinungen und ihre Ordnung nach einer Erklärung 
uns uiDzuthuD, liegt gar kein AnlaTs vor. Sie bedarf ihrer nicht, 
sie wäre höchst gleichgültig, und es entspricht ihr in keiner Wissen- 
schaft irgend eine Fragestellung. 8ie ist etwas Thatsächliches, 
kauaal bedingt wie jedes Glied in der Kette der Ereignisse, aber 
eine Physik der Reihenfolgen ist ein Unding, Uns interessiert die 
Frage, wie es mSglich war, dafs ein Cäsar, ein Napoleon Herren 
dea politischen Geschehens werden konnten; aber nicht eine leere 
Zeit gieht einen Aufsohlufs, sondern eben die Verhältnisse, die sie 
uns erfüllen und charakterisieren. Historische Ereignisse lassen 
eich nicht mit irgend einem Anspruch auf reale Möglichkeit der 
Folgen mathematisch kombinieren ; die NichtUnterscheidbarkeit, welche 
die Kombination voraussetzt, raubt dem Ereignis seinen historischen 
Charakter, wie es ihm auch den einer physikalisch zu würdigenden 
Erscheinung gänzlich benimmt. Aber weil alle die Hebel, die wir 
sonst zur Bewältigung der uns im bunten Wechsel begegnenden 
Aufgaben benutzen, bei den Objekten der mathematischen Wahr- 
scheinlichkeit versagen, dürfen wir sie doch nicht für absolut ge- 
wichtslos halten. E^ sind die numerischen Verhältnisse, quantitative 
Bestimmungen von realster Bedeutung, die sieh Geltung verschaflFen. 
Das Geld giebt einen Mafsstab fUr den Reichtum der Menschen, 
der Städte, Staaten und Vülker. Die zahlen mäfsige Charakteristik 
will ganz und gar nichts über den viell^ltig zu differenzierenden 
Gehrauch aussagen, der mit dem Gelde zugleich gedacht wird; 
aber dafs sich die Zahlen an sich Geltung verschaflfen, bezweifelt 
doch Niemand. Die weifsen und schwarzen Kugeln können nur 
erscheinen, wo sie vorhanden sind; was sie zu Tage fördert, ist 
uns gleichgültig, aber ihr Verhältnis interessiert uns, und je mehr 
sich produzieren, um so grüfser wird unser Vertrauen, dafs in dem 
Zahlenverhältnis der vorhandene Vorrat wirklich richtig charakteri- 
siert werde. Der Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit 
ist definiert durch die Würfelaufgabe oder irgend eine andere dieser 
Art, aber sie wäre eine vüllig leere Fiktion, wenn ihr nicht eben 
jenes wahrscheinliche Verhalten dadurch zu Hülfe käme, dafs in 
einer grofaen Zahl von Fällen eben jener Quotient wieder zu Tage 
tritt, eich manifestiert, dessen Herleitung aus lauter Denk dementen, 
wie wir gesehen haben, nur mit Hülfe einer gut motivierten De- 
möglich war. Nur aus dem Gebiete der WahracheinÜchkeit 
men wir nicht heraus, aus den charakteriatischen werden 
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niemals mit Notwendigkeit ableitbare Zahlen, solange wir nicht 
ganzen Vorrat von Kugeln wirklich erschöpft haben. Fries ni 
völlig Recht, dafa die „inathematische Wahrscheinlichkeit ein« 
Voraussetzung an sieh ftlr die Vorauabestimmung nur eine« e 
zelnen Ereignisses gar keine Bedeutung habe". Alles, wa» 
hierüber sagt, ist völlig zutreffend und alteriert keinen Ai 
blick die Bedeutung und richtige Anwendung des Begriäs 
diese Worte viel mehr gerecht werden, als alle jene kühnen Vt 
weclislungen , die in der Wahrscheinlichkeitslehre eher eine An- 
weisung zum Prophezeien, als eine Maxime salien, vemtinftiger- 
weise unser Urteil zu dirigieren. Wenn Fries zwischen zwei 
Urteilen zu wählen gehabt hätte, das eine Mal unter der Bestini- 
mung ^, das andere Mal mit der Wahrscheinlichkeit |^, er hätte 
keinen Augenblick gezögert, sich fUr das letztere zu entscheiden, 
in der Praxis oder in der Theorie, und das eben infolge seiner Auf- 
fassung: „dafs die Wahrscheinlichkeitsrechnung überhaupt nur 
Wendungen der Durchschnittsrechnung enthalte, indem sie sich 
der Auffindung mittlerer Verhältniszahlen für die in einem Gani 
nebeneinander mttglichen Voraussetzungen beschäftigt." Eben 
Überzeugung, dafs mit der Wahrscheinlichkeit | auch gesagt wird, 
im Durchschnitt die Fälle dieses Verhältnis auch wiedergel 
werden, berechtigt ihn zu dieser Wertung des Urteils, und er will 
nur, was wiederum schon im Begriffe der Wahrscheinlichkeit liegt, 
daran erinnern, dafs eben jener Entscheidung keinerlei Bedeutung zu- 
kommt, die es zu einer „Vorausbestimmung" des einzelnen Ereignisses 
stempelte. Ihm liegt die Bedeutung der Disziplin einmal in der 
Anregung, die sie der Mathematik gegeben hat, dort hat sie ja aus 
den Tiefen des Verstandes die ganze Kombinatorik zu Tage ge- 
fördert, fürs andere Mal in der einzigen unwiderleglichen objektiven 
Thatsaehe, dafa der Durchschnitt um so wahrscheinlicher wird, ji 
mehr Fälle wir in die Rechnung eingehen lassen. Er drUckt ni 
etwas anders aus, aber ihm gilt das „Gesetz der grofsen Zahl< 
schon logisch; bei allem Mifsverstand , der sich an diesen 
knüpft, ist sein Qedankeuinhalt der Schwerpunkt der ganzen 
ziplin. Man suche doch einmal in den Aufgaben der Wahrsch* 
lichkeit a priori und bestimme auf Orund der logischen oder eiw 
anderen Theorie, wie sich die Zahl der wirklich aktuellen Ai 
gaben, mit denen sich etwas anfangen Ififst, zur Zahl jener verl 
die nur akademischer Natur sind, 

Zahtenmäfsige Angaben Über irgend einen Gegenstand vermüi 
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teriBieren, aber der Charakter, in welchem Sinne 
auch das Wort verwandt wird, ist kein Gesetz, dessen Notwendigkeit 
sich wie die Farben des Regenbogena erklären lieTee. Der BuPFONSche 
Versuch charakterisiert das Spiel, mit dem er sich so ausgiebig 
beschilftigt. Es ist ein sehr dürftiger Inhalt, der in Übereinstim- 
mung mit einem Urteil befunden wii-d, das schon vorher, nur in 
anderer Form, ausgesprochen werden konnte; aber dieses hat hier 
seine Probe bestanden. Nicht in exakter Weise; das kann aber 
auch nicht verlangt werden; das Wahrscheinliche kann nur auf 
seinem eignen Gebiet veritiziert werden, 

Ist die Zahl der Kugeln in der Urne beschränkt, so kommen 
wir mit jedem Zuge aus dem Gebiet weiter heraus ; man mufa also 
schon sehr viele Kugeln haben, damit nicht die Wahrscheinlichkeit 
in die Gewifaheit übergehe. 

Aber auch ein zweites Moment verbietet diese Form des 
Beispiels. Bei einer bescliränkten Anzahl von Kugeln verändert 
jeder Zug das Verhältnis der Kugeln in der Urne, also die 
Wahrscheinlichkeit des Zuges, die Bernoullis Betrachtung vom 
ersten bis zum letzten Zug voraussetzt. Hier wird also die Vor- 
aussetzung unendlich vieler Kugeln vonnöten sein, damit die end- 
liche Anzahl von Zügen das Verhältnis nicht alteriere. Das Würi'el- 
spiel und jedes andere, dessen Einteilung der Fälle nicht mit 
individuellen, ahzJililbaren Objekten in Verbindung steht, sondern 
auf matliematiscb-physikalischen Erwägungen über Gestalt und Be- 
schafTenheit eines einzigen Körpers beruht, bietet jene Unabbängig- 
keit der einzelnen Fälle von selbst dar, eine Eigenschaft, die in 
Wirklielikeit unmöglich eine absolute mathematische Bedeutung 
haben kann, wie wir ja auch durch eine unendliche Zahl von 
Kugeln nur fiktiv die konstante, sich immer gleich bleibende Wahr- 
scheinlichkeit zu garantieren vermögen. Alle diese Fragen berühren 
aber Begriff und Rechnung nicht, sondern gewinnen erst eine Be- 
deutung, wenn man zur Anwendung schreitet; sie erschweren die- 
^^^be nicht anders, wie etwa die Anwendung der Fallgesetze durcli 
^^K Widerstand der Luft und Ähnliches kompliziert wird, 
^^H Was haben nun alle diese Betrachtungen mit dem binomischen 
^^atze zu schaffen? Nehmen wir an, es werde gewürfelt, und es 
interessiere uns der Wurf einer 6; alle anderen Fälle werden zu- 
sammengefafst und konstituieren ein Ereignis für sich, dessen Wahr- 
scheinlichkeit 5= ^ ist, wie jenes fiir die 6, mit p bezeichnet, die 
entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit | hat. Wenn nun u mal ge- 

: . WklingbviDUchlivitsrechnuiig. 10 
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. :iveiten erschöpfen an Zahl die Glieder 
i ^ 4.1^ der fiten Potenz, die beide Elemente 

^..i.'uen zur Summation bringt. 

Lie Rede von einem einzelnen Wurf, son- 

Reihenfolge, und an dieser interessiert zu- 

•tc die einzelnen Resultate aufeinander folgen, 

\ \erhältni8 die Zahl der Würfe 6 zu der aller 

!a^ tiir die Rechnung bildet jener Fall den Durch- 

I . wollen also nach der Wahrscheinlichkeit fragen, 

, ;. <cn H mal nacheinander die 6 und dann in allen 

^uit^re Zahl erscheine. Die Wahrscheinliclikeit für 

^atengesetzten Fall ist sodann: 

a)"(ir" 

jj a^n allgemeinen Zeichen p^q^ ". 

^^"^^ *icht nun leicht, dafs die Würfe, wenn sie nicht in der 

^j^-hriebenen Ordnung wirklich erfolgen sollen, eine grofse 

^ 1^ i» der Reihenfolge haben. Wäre n = 2, iu = 5, so würden 

^ ^ Fälle 6 unter allen 5 Fällen so oft erscheinen können, als 

^ 3 gleiche und 3 gleiche Elemente verschieden anordnen können. 

t||.f den Symbolen p und q giebt das dieses Bild : 

p p q q q a P Q P Q 

p q p q q i P ^ (1 P 

p q qp q Q Q P P Q 

p q q qp i Q P Q P 

q p p q q i i QP P 
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also 10 verschiedene Fälle, die an Zahl mit dem Binomialkoefifizienten 

übereinstimmen. Für den allgemeinen Fall hat man: 

\nJ w!(iu — n)! l'2«3««'-n 

Betrachtet man nun das PASOALSche Dreieck , so sieht man, dafs 
die Binomialkoeffizienten völlig symmetrisch zu einem gröCsten in 
der Mitte oder zu zwei mittleren EoefSzienten sich anordnen; es 
liegt also die Frage nahe, wie es sich mit den Groben 



(: 



S j."?'- 



verhalten wird, die nun die Wahrscheinlichkeit dafür bezeichnen, 
dafs nicht die Reihenfolge, sondern das Verhältnis 

n:(fj, — n) 

streng innegehalten wird. Die Koeffizienten f ^ j können wir leicht 

am Dreieck verfolgen; für den Fall i>'«=2' = i, der hier nicht in 
Frage steht, wird der Faktor: 

,n ,^— » f.u ,f* 

p q =p =^q 

MO dafs also das mittlere oder beide mittlere Glieder am gröfsten 
werden. 

Ist fi gerade, so sind die Exponenten beide =^\ ist fi un- 

gerade, so haben wir die Glieder 

f M-i Jj} 2 q 2 und la±ljp 2 q 2 

«die gleich und am gröfsten sind, d. h. aber z. B. : diejenigen Mischungs- 
verhältnisse von 8 und w Kugeln sind beim Ziehen am wahrschein- 
lichsten, in welchen entweder gleichviel von beiden vorhanden sind, 
oder der Unterschied in der Frequenz die Einheit ergiebt Dieser 
wahrscheinlichste Wert schwebt aber nicht in dem Äther des reinen 
Denkens, sondern er hat zur Voraussetzung, dafs beim Füllen der 
Urnen oder wie sonst die Kugeln angehäuft waren, bei jeder 
einzelnen a priori die Wahrscheinlichkeit fUr w und 8 gleich ge- 
wesen ist. 

In unserem allgemeineren Beispiele fallen auch die Werte p 
und q mit ihren Potenzen für die Frage nach dem gröfsten Werte 

von y)p*q^~^^ mit ins Gewicht. Indessen läfst sich auch für 

10* 
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diesen Fall eine leichte Entscheidung treffen. Beachtet man, dab 
für einen gröfsten Wert w unter dreien 

die vorstehende Ungleichung in 

l<i£ und ?^<1 



sich umformen läüst, so werden wir, unsem Maximalwert 
und die beiden anderen 
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gesetzt, die Bedingungen 



tv _ n+1 ^«vj^t 
f^a jM — n p 

w jM — nH- 1 jp 
erhalten, die wegen |)-|-g=l(|4-| = l) nach leichter Rechnung 

n>/up — 2 

zur Folge haben. Man kann nun der Einfachheit wegen das so 
bestimmte 

n = jup, also fi — n = in — inp = fi(l — p) = fiq 
setzen, den etwaigen Bruch aufser acht lassend, und erhält damit 
den Satz, dals diejenige Verteilung der Ereignisse die wahrschein- 
lichste ist, in welcher sich die Zahl der Fälle pro und contra wie 

fip : fiq =zp : q^ also hier = 1 : f 

verhält. Wenn wir sehr viele Male würfeln, so werden wir also 
sagen dürfen : Die Zahl der Würfe 6 wird sich zur Zahl aller über- 
haupt mit relativ gröfster mathematischer Wahrscheinlichkeit wie 

1:6 
verhalten, und jedes andere Verhältnis wird minder wahrschein- 
lich sein. 

Der mathematische Gang der Untersuchung setzt in erster 
Linie die Wahrscheinlichkeiten p und q voraus und ruht in zweiter 
Linie auf der Anschauung, innerhalb welcher jene Anordnungen 
vollzogen und die Gröfsenverhältnisse gemessen werden. Hier ist 
also keine Antwort auf ein Warum zu finden, man müÜste denn 
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t Beweis irgendwie modifizieren , um von neuem sein Warum 
nrgeblich daran anzukuüpren. Die Frage hört hii.-r auf, wenn 
fler Beweis gelingt, und Niemand vermag z. B. auf die Frage zu 
antworten : Warum ist es nun so, dafs das Quadrat der Hypotenuse 
gleich der Summe der Quadrate über den beiden anderen Seiten 
ist? Wir können nicht mehr weiter, weil die Bedingungen der Er- 
kenntnis die Grenze bilden flir das, was überhaupt gewufst werden 
kann. Wir fragen nach der Möglichkeit eines andern Raumes; 
aber warum wir unsere Anschauung und keine andere haben, ist 
kein lösbares Problem. Jene Bedingungen aufzusuchen, alles Er- 
klärbare auf diese letzte thatsSchliche Instanz zurückzuführen, ist 
die entdecken sehe Aufgabe der Erkenntnistheorie. Hier den Kau- 
sal! tätsbegri ff oder irgend eine andere Kategorie des Denkens weiter- 
greifen lausen zu wollen, ist eine Verlockung der Phantasie, der 
wir widerstehen müssen, weil wir die Kontrole aufgeben, die nur 
innerhalb der Erkenntnis selbst möglich ist. 

Wie ist es nun auf der andern tieite? Warum sieht der gc- 
anndo Verstand als sehr wahrscheinlich vorher, dafs die BoFFON- 
schen Versuche und alle ähnlichen den wirklich eingetretenen Er- 
folg haben worden? Hier haben wir zwei Ereignisse, an denen 
nichts zu erklären wäre, das nicht innerhalb unserer wissenschaft- 
lichen Erfahrung zur Befriedigung geleistet werden kann. Es sollen 
viele Proben unter denselben Bedingungen vorgenommen werden, 
die zwar in aller Schärfe nicht erfafabar sind, von denen aber 
eine ganz bestimmte, feste Richtung des Geschehens mit Fug ge- 
leugnet werden kann. Alle Analogien , die Verhältnisse des Spiel- 
raums, oder was sonst gewählt wird, bringen den Verstand um 
keines Haares Breite dem Problem näher. Und wenn wir Fall 
für Fall in der exakten Weise der Pliysik zu beschreiben ver- 
möchten, wenn wir uns danach durch graphische Darstellung in 
der blassesten und daher übersichtlichsten Weise alle Bewegungen 
BjTubolisieren wollten, die wir mit Notwendigkeit zuvor abgeleitet 
haben, so hätten wir das thalsächliche Geschehen erklärt, — aber 
nicht den Schllissel filr die Beurteilung irgend einer folgenden 
Beobachtungsreihe gefunden. Entweder Wappen oder Schrift, beide 
sind gleichwabrscheinlich ; folgt daraus mit Notwendigkeit, dafs am 
waJirscheinlichsten die gleiche Verteilung beider in einer Reihe von 
Warfen sei? Oder ist es nur ein natürlicher Trieb, wie ihn nach 

iifouixi auch der Dümmste empfindet, der dieses Urteil auslüst? 
'QK hatte bis zu 8 Würfen registriert, in der sich immer das- 
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selbe Resultat gezeigt hatte; in 6 Fällen war erst der 9. Wurf 
Wappen gewesen (s. o. S. 1 42). Warum soll nicht auch eine „ p r i n z i p - 
lose Kombination^ noch gröfsere Abweichungen herbeiführen können? 
Wir kommen nimmer aus den Anthropomorphismen heraus^ wie wir 
uns auch wenden mögen. Das Urteil, dafs die gleiche Verteilung auch 
die wahrscheiulichste sei, soll nach Fbies schon logisch gestützt 
sein. Was heifst das nun? Oiebt es eine logische Oültigkeit, die 
über ein Oeschehen etwas aussagt und mit ihrem Zwang auch 
unser Urteil über Zukünftiges einschnürt, dafs es so und nicht 
anders gedacht werden kann? Die behauptete logische Gültigkeit 
kann nicht wohl den Formen unseres Denkens zugesprochen wer- 
den. Alle Syllogismen sind nicht gültig oder ungültig; sondern 
sie sind vorhanden, oder sie sind nicht vorhanden. EinTrug- 
schlufs ist etwas, das nicht im Denken nachweisbar ist, sondern eine 
falsche Anwendung jener Formen auf den Inhalt Es ist hier nicht 
anders als bei den reinen Anschauungen Raum und Zeit In Thatsäch- 
lichem, das nicht weiter subsumierbar ist, kann kein Irrtum liegen, 
so schwer es sein mag, dieses niemals unmittelbar Gegebene durch die 
Analyse aufzufinden. Man löse den Trugschlufs in seine Elemente 
auf, und man wird auf etwas stojben, das nicht gedacht werden 
kann, wie ein schwarzer Schimmel, oder das nicht angeschaut wer- 
den kann, wie zwei Linien, die verschiedene Richtung haben und 
auf ein- und derselben Ebene in demselben Punkte senkrecht stehen. 

Jene logische Gültigkeit wird also notwendig zu interpretieren 
sein, und es wird sich fragen, welcher Inhalt dem Begriffe „gleich- 
wahrscheinlich^ beizulegen ist, ob er nicht etwa alles enthält, was 
in jenem sekundären Urteil ausgesprochen wird : Eine gleiche Ver- 
teilung der Fälle ist wahrscheinlicher als eine jede andere. 

In der That ist dieser zweite Schritt mit dem ersten völlig 
gegeben. Nur die Zahl der Möglichkeiten verändert sich und 
erfordert als neuen Schritt die Bildung der Kombinationen« Wer 
diese aufisteilen und annehmen wollte, daCs liegend eine andere als 
gleichviel Wappen und gleichviel Schrift wahrscheinlicher als 
diese sei, der würde damit auch die Voraussetzung gleichwahr- 
scheinlicher Fälle umstossen. 

Wer die gleiche Verteilung der Fälle als die wahrscheinlichste 
behauptet — bei gleicher Wahrscheinlichkeit der entg^^ngesetzten 
Ereignisse — , der wiederholt nur an jedem einzelnen Falle, den er 
betrachten will, denselben Gang der Erwägungen, mit denen der 
Begriff überhaupt sich geltend macht Und sind die Wahrschein- 
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uchkeiten von vornberein verschieden, ao ist es auch nicht andere. 
Nicht einem dunklen Triebe folgend, sondern klar und verstandes- 
gemftfs wird das apesielle, für einen Fall ausgesprochene Urteil 
verallgemeinert, und wer daftlr die formelle Beweisführung nötig 
hätte, dem stünde sie in der Gestalt einer apagogisehen Demon- 
stration zur Verfügung, die ja immer darauf ausgeht, aus der An- 
nahme des kontradiktorischen Gegenteils und der sich ergebenden 
Widersprüche die Wahrheit der Behauptung zu erweisen. In den 
so beweisbaren Sätzen liegt schon eine Beschrankung auf den früheren 
Wissensstand; daher stammt ihre Verwendbarkeit bei der Um- 
kehrung von Urteilen und bei öÄlzen von negativer Bedeutung, 
die in der Mathematik z, B, niemals aufs neue Ansprüche an die 
Anschauung stellen. Der Widerspruch trifft den Begriff, aber in 
der Mathematik ist dessen Inhalt immer der Anschauung entnommen, 
die auch das Ungereimte unmittelbar zum Bewufstsein bringt, 
gleichviel, ob es sich um zwei Senkrechte handelt, die nicht in einem 
Punkte auftreffon können, oder ob aus dem um 1 vergröfserten 
Produkte aller Primzahlen bis zu p gefolgert wird, dafs p nicht 
die gröfste existierende Primzahl sein könne. 

Gesetzt, das Ereignis E und das entgegengesetzte E' haben 
die gleiche Wahrscheinlichkeit, so ist es für 2^ Ereignisse £ oder 
E' am wahrscheinlichsten, dafs /j Ereignisse E und ^ Ereignisse 
E' auftreten, denn wäre das nicht, sondern eine andere Verteilung 
wahrscheinlicher, ao wären ja E und E' nicht gleichwahrscheinlich, 
also q. e. d. 

Es ist nicht schwer, des weiteren zu zeigen, wie diese Argu- 
mentation, die lediglich auf dem Begriffe der gl eich wahr schem- 
lichen Fälle ruht, und die mir auf Grund einer abweichenden De- 
finition und einer anderen Voraussetzung über dessen Bedeutung 
nicht mehr bindend erscheinen will, auf einige Resultate fUhren 
kann, die zugleich mit dem Bebnoljlli sehen Satze und ihm in- 
hftnerend ausgesprochen zu werden pflegen, 

Man bedarf dazu nicht des ganzen Rechenapparata, den Jakob 
Bbrnodlli aufgeboten hat, und uns seiner zu enthalten, kann 
zeigen, wie fest der gewählte Mechanismus der Rechnung den aus 
dem gemeinen Verstände entnommenen begrifflichen Elementen sich 
angliedert- Diesem ist nur eigen die Aussage gleicher und un- 
gleicher Wahrscheinlichkeit. Jene Superlative Bestimmung eines 
wahrscheinlichsten Falles ist eine relative, und das gewählte Mafs 
allein kann eine absolute GrOfsenangabe herstellen. Nehmen wir 
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den Fall gleicher Walirsclieinltchkeit für zwei eich gegenseitig aua-l 
echliefaeDde und allein mögliche E^nzelerejgnisae, so ist die fibsolutl 
gleiche Verteilmig in einer grofsen und geraden Anaafal von ^^^eder'| 
holungen die wahracheiulichste. Jede andere Verleilung ist miodera 
wahrscheinlich, und die extremen Fälle bilden nach beiden Seiten^ 
den ÄbschluTs mit der geringsten Wahrscheinlichkeit. Wenn 
nun die möglichen Fälle miteinander vergleichen und sie 2ahl«n- 
mäfsig anordnen , so wird von der Mitte aus jeder Nachbar nach 
rechts und links weniger wahrscheinlich werden. Das oinznsehen 
braucht man den binomisclien Satz nicht, wenn auch die ganze 
.^Vnordnung der Fälle eine arithmetische ist, welche die einfache 
Kombination voraussetzt; also z. B. für 6 Fälle ir oder s hätte man 

6!c, 5(cls, 4if2s, 3mi3s, 2w4s, 1 whs, 6ä 
zu unterscheiden. Ein einfacher Beweis liefse sich mit Leichtiglceit 
auch für den allgemeineren Fall ungleicher Wahrechelnltchkeit der 
Einzelereignisse erbringen, indem man wiederum indirekt verfährt 
oder durch passende Zerl^Uung unmittelbar die Behauptung nach- 
weist. Wenn man die Reihenfolge von vornherein vorschreibt, so j 
muis notwendig mit der Zahl der Versuche auch die Wahrachein-j 
lichkeit einer jeden Kombination geringer worden , als it^nd ein»! 
andere, die weniger Fälle einschliefst. Zusammengesetzte, in ihre&fl 
Elementen nur wahrscheinliche Ereignisse werden minder wahi^f 
scheinlich, als die einfachen Komposanten es sind, und nur di*l 
Möglichkeit, dafs die Zusammensetzung selbst auf mannigfachftl 
Weise hergestellt werden kann, vei-mag dies Verhältnis zu ändenvl 
eben wenn man sich dos Anspruchs einer ganz bestimmten Reihen-r 
folge begiebt. So ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel Sj 
zu werfen, ^, für eine andere Zahl |, aber bei zwei WUrfen lindetl 
man für die Fälle 

2 mal (j, 2 mal nicht ö, 1 mal 6, 1 mal nicht G, 

also ftir die letzte Eventualität i\, einen Wert, der gröfaer ist, ( 
die einfache Wahrscheinlichkeit, 6 zu werfen, die nur mit ^ 
wertet ist. Sieht man von der Reihenfolge ab, so kann das Resultat,'! 
auf das es nun abgesehen ist, dm-ch die Kombination verschiedenei 
Einzel resul täte sich herstellen; es wird nicht mehr die WalirecheiO' 
lichkeit der Einzelereignisse allein, von denen ja das eine odei 
andere immer sicher ist, sondern die Zahl der wirklich mögliobei 
Verknüpfungen mit in die Wagschale fallen. Man sieht ohnd 
weitffl«8 ein, dafs es wahrscheinlicher ist, in 10 tt'ürfen 6 zu werfeoj 
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u einzigen Wurfe, und dals allgemein in der Herab- 
niinderung der Bestimmungeo für den begrifflich zu fixierenden 
Fall immer eine Erhöhung der Wahrscheinlichkeit liegen mufa. 

Von diesem Mittel, anagehend von einer geringeren Wahr- 
scheinlichkeit zu einer immer gröfäeren zu gelangen, wird im 
Bbeso DLL lachen Satze Gebrauch gemacht, und die I^ESsche Be- 
hauptung, dafs man den einzelnen Fall zwar nicht vorauszusehen 
vermag, dafs die Beatiminung seiner Wafiracheinlichkeit keinerlei 
wesentliche Bedeutung für die Voraussage haben kann, raubt dem 
Begriffe weder für die Praxis noch für die Theorie irgend etwas 
von seinem W'erte, wenn dieser sich auch nur geltend machen 
kann, wofern es gelingt, vom minder Wahrscheinlichen immer mehr 
in die Nähe der Gewifsheit zu gelangen. Das kann nur in Über- 
einstimmung mit dem gesunden Menschenverstand oder gar nicht 
geschehen. Man sieht ein, dafs der wahrscheinlichste Fall der- 
jenige ist, für den die ursprünglichen Wahrscheinlichkeiten sich im 
Verhältnis der wirklich konstatierten Fälle manifestieren; dieser 
wahrscheinlichste Fall tritt nun wirklich oder angenähert ein; bleibt 
da noch eine Frage nach Erklärung offen? Mehr als einsehen 
kiuin man doch eine ErschcinuDg nicht. 

Die „logische Gültigkeit" des Beknoülli sehen Satzes ruht auf 
der Richtigkeit der zugrundeliegenden Begriffe, die der Verstand 
den realen Voraussetzungen entsprechend gebildet hat. Seine Evi- 
denz bedarf weder einer Hypothese noch neuer Denkelemente; nur 
das gewählte Mafs hat sich in den richtig gezogenen Konsequenzen 
zu bewähren. Die Probe aber erhebt das Mafs selbst nicht in 
den Rang einer Denknotwendigkeit; es ist nur zweckmäfsig, und 
warum es das ist, diese Frage beantworten die Leistungen, welche 
wir den echten Brüchen und der Einheil, dem Werte der Gewifs- 
heit in den Rechnungsoperationcn zumuten, und der Erfolg, den 
wir von ihnen, soweit sie einen Sinn behalten, zu erwarten be- 
rechtigt sind. Eine doppelte und dreifache Gewifsheit ist sinnlos, 
aber die Gewifsheit zweier Fälle, von denen ein jeder eintreten 
mufs, bleibt dieselbe, und daher multiplizieren wir 1X1, wenn es 
die Aufgabe verlangt. Die halbe und gedrittelte Gewifsheit ist ein 
Nonsens, und daher rechnen wir mit Wahrscheinlichkeiten, die 
unsere Übereinkunft in ein beschränktes Mafs von Rechnungs- 
pperationen hineinbannt. Der ganze Zahlenraum jenseits der 1 
t ihr natürlich verachlosaen; alle Resultate liegen zwischen und 
|nnd die Multiplikation, welche in dem sinnreichen Apparate das 
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VerhSltnis zwischen gtlDstigen und allen möglichen Fällen aul 
zu erhalten hat, ist im Grunde die Hauptoperation des Kalknj 
Wo wir addieren, umgehen wir die auch wohl unmittelbar ausf^lU 
bare Zählarbeit, günstige und alle Fülle zu ermitteln, sind abl 
sicher, dafs die Summe 1 bei richtiger Anwendung so wenig lilx 
achritten werden darf, als sie bei echt gebrochenen Faktoren übrt 
haupt in die Erscheinung treten kann. 

Die Behauptung, dafs der wahrscheinlichsten Verteilung der 
Ereignisse in einer Versuchsreihe das Verhältnis der Einx«lwabr- 
»cheinliehkeiten entspricht, entstammt dem Begriff, wie er sich im 
gemeinen Veratande vorfindet. Sie ist tautologisch oder, wenn man 
lieber will, ein analytisches Urteil. Jener Gewifsheit, das Verhältoii 
bei einer beschränkten Zahl von Kugeln, die nicht zurückgelqj 
werden, zur Geltung zu bringen, entspricht auf dem Gebiete t 
Wahrscheinlichen die Erwartung, dafs unter Aufrechterhaltung da 
selben Status in einer grofsen Zahl von Fallen eine jede tndividuel 
Kugel ungefHbr gleich oft ergriffen werde. Wie verhält es siefc-l 
nun, wenn die Zahl der Versuche gesteigert wird, und nicht nach T 
der Wahrscheinlichkeit des ausgezeichneten Falles, sondern gefragt 
wird : Ist dieser wahrscheinlicher bei einer kleineren oder bei einer 
gröfseren Versuchsreihe? 

Bei 60maligem WUrfeln ist die wahrscheinlichste Kombinatiirf 
10 mal 6, 50 mal nicht 6 

bei 120 Würfen 

20 mal 6. lOO mal nicht 6 

Ist das erste oder zweite Uesultat wahrscheinlicher? Kann der | 
wohnliche Begriff die Entscheidung der Frage herbeiführen, ■ 
ist hierzu die Hülfe des Kalküls notwendig? 

Der unbefangene Verstand ist geneigt, zu meinen, es fl«i bef'l 
einer Vergröfserung der Versuchszahl auch leichter, die wahrscheiü' 1 
lichste Verteilung zu erhalten, während die Uechnuug, wie bekanoti 1 
gerade umgekehrt entscheidet. Wenn es bei Stükpf keifst : ,Diftl 
absolute Wahrscheinlichkeit jeder einzelnen Verteilung wird nAta& 
lieh immer geringer, aber die Abnahme erfolgt am langsatastfl 
bei derjenigen, die dem Verhältnis der Chancen m und n (mfiglicbl 
entspricht, immer schneller dagegen, je weiter sich eine Verteilum 
art davon entfernt", so will uns das Beiwort „natürlich" angeeibl 
der komplizierten anthmetischen Betrachtung, welche dos Resul 
in den Lehrbüchern fordert und angesichts der folgenden Überleg 
nicht recht am Platze erscheinen. 
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Nehmen wir an, die 60 Würfe mit 10 mal 6 und 50 mal nicht 
wären sicher, bo würden wir für die folgenden 60 Versuche die 
ahrscheinlichkeit des wahrscheinlichBten Falles als ein Maximum 
fllr 120 Fälle haben, von welchen also 60 als sicher, und zwar mit 
der günstigsten Kombination, vorauszusetzen sind. Jede andere 
Verteilung der ersten 60 Fälle hätte die Wahrscheinlichkeit, in 
120 Würfen die normale Verteilung zu erlangen, her abgedruckt. 
So würde z, B. das Resultat 15 mal 6, 45 mal nicht 6 als Ergän- 
zung die Kombination 

5 mal 6, 55 mal nicht 6 

TerUngt haben; die Wahrscheinlichkeit also, in 120 Fällen die nor- 
male Verteilung zu erhalten, wäre nach 60 sicheren Würfen geringer 
geworden. Nun ist aber fllr den Fall des Maximums die Wahrschein- 
lichkeit auch nur dieselbe, welche der ersten Versuch azahl zukommt; 
geben wir also die Voraussetzung des günstigsten Falles in den 
ersten 60 Würfen als eines sicheren auf, so mnfs auch die Wahr- 
scheinlichkeit, tn 120 Fällen auf die wahrscheinlichste Verteilung 
SU kommen, welche wir als die normale bezeichnet haben, geringer 
werden. Allgemein gesprochen seien p und q die Wahrscheinlich- 
keiten zweier entgegengesetzten Ereignisse, E und Ei, gleichviel 
wie wir p und q definiert hätten, wofern nur die Definition die 
relativen Gröfaen Verhältnisse der Wahrscheinlichkeiten und der 
Zusammensetzungen aufrecht erhält, so ist die Wahrscheinlichkeit 
{A), in 

/*(?* + 9) Fällen fip mal E, fiq mal JE, 

m erhalten, grßfser als diejenige (B), in 

2^ (p -t- q) Fällen 2^p mal E. Zfxq mal £, 

erreichen. Denn man nehme filr den zweiten Fall an, die 
•flnten /i (p •\- q) Resultate zeigten sicher 

ftp mal E, f4q mal £„ 

eo wäre für 

2tt (p + q) Wiederholungen die Wahrscheinlichkeit, 2pg mal E, 
2tiq mal El zu erhalten, gleich (A). Nun ist aber diese als sicher 
vorausgesetzte Verteilung für die ersten ft (p -J- q) Fälle die günstigste, 
welche den beabsichtigten Gesamterfolg herbeizuführen in der Lage 
ist; in der That ist sie aber nicht sicher, vielmehr ist sie, obgleich 
und weil die wahrscheinlichste, eben nur wahrscheinlich; es kann 
also auch die Wahrscbeinliclikeit (.B) weder gleich noch gröfser als 
M), d. h. nur kleiner als {A) sein. 

Diese etwas Bchwerfältige Schlufskette setzt nur in den Be- 
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Stimmungen jujp und fiq, sonst aber ganz und gar nicht voraus^ 
dafs wir unter p und q die von uns definierten Orölsen , das Ver- 
hältnis der günstigen zur Zahl aller möglichen, verstehen, so wenig 
wie die Symbole (Ä) und (B). Sie tragen nur dem Rechnung, was 
im Begriff des Wahrscheinlichen und des Wahrscheinlicheren li^t 
Es ist nicht richtig, was £hiSAS behauptet: „Die allgemeine Wahr^ 
scheinlichkeitsfrage lautet: ist es wahrscheinlich oder unwahrschein- 
lich?*' Freilich heben die sich unmittelbar anschliefsenden Worte^ 
nach denen „man oft nur diese Alternative entschieden haben*^ 
will, die Behauptung wieder auf, indem sie jene Fragestellung, 
wie mir scheinen will, als eine ganz spezielle aus dem allgemeinen 
Bezirk herausheben. Nur wo wir zwei disj unkte Fälle zu be- 
urteilen haben, trifft die Behauptung zu; in allen anderen An- 
wendungen überwiegt die allgemeinere Aufgabe, uns über eine 
unter mehreren verschiedenen Eventualitäten als solche von gleicher 
oder ungleicher Berechtigung im Urteil zu entscheiden. Die all- 
gemeinere, dem täglichen Gebrauch eigene Fragestellung hat es 
nur mit dem Vergleich von Wahrscheinlichkeiten zu thun, deren 
absolute Gröfse mangels eines Mafses nicht angebbar ist, der aber, 
wie die Komparation überhaupt, den Begriff des OröCser und 
Kleiner notwendig im Urteil voraussetzt Selbst bei Attributen, 
die weder extensive Bestimmungen bedeuten, noch sich, wie das 
bei physikalischen Eigenschaften immer der Fall ist, auf solche 
reduzieren lassen, also bei allen Adjektiven von intensiver Bedeu- 
tung, wie gut und böse, fromm und ungerecht, weisen die Unter- 
schiede, welche wir markieren, auf Bewufstseinselemente zurück, 
die in der Anschauung wurzeln. Gleichviel, ob intensive Bestim- 
mungen nur graduell unterscheidbar sind, oder ob sie ein absolutes 
Mafs verstatten ; der Begriff der Wahrscheinlichkeit hat jedenfalls 
Eigentümlichkeiten, welche die Kardinalfirage: Welche Ansprüche 
haben wir an eine absolute Fixierung, wenn sie als möglich ge- 
dacht wird, zu stellen ? zu beantworten erlaubt Hier li^en Denk- 
notwendigkeiten. Weifs ich, da£s ein Ereignis nur wahrscheinlich 
ist, so wird eine durch Spezialisierung oder Zusanmiensetzung in- 
dizierte Steigerung der Bedingungen ein zweites Ereignis bedeuten, 
das minder wahrscheinlich ist, als das erste. Ist ein Ereignis zu- 
sammengesetzt aus einem sicheren Geschehen und einem nur walu> 
scheinlichen, so wird ein zweites, kongruierendes, fär welches an 
die Stelle dieses sicheren G^eschehens nur ein wahrscheinliches 
tritt, minder wahrscheinlich werden. Indessen darf man jene 
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ir Bedingungen nicht formell, sondern nur auf Grund 
einer sei es sicheren oder niiiide§ten8 wahrscheinlichen Annahme, 
voUziehen, Wenn ich weifa, clafs in einer Urne nur weifae, 
schwarze, rote oder grilne Kugeln sich vorfinden, ohne dafs ich 
ihre zuhlenmäCsige Verteilung kenne, au darf ich nicht behaupteo, 
daXs es wahracheiolicher ist, eine u', s oder r zu ziehen, ala eine 
grüne, indem ich mit dem einen Prftdikat gegen drei lediglich die 
logische Einschränkung als Verschärfung der Bedingungen gelten 
lasse, wie es die SiDicPPsche Theorie vorschreibt. Die völlige Un- 
wissenheit kann die immerhin mögliche, aber durcli nichts gestützte 
Verteilung nicht wahrscheinlich machen. Von jenen Gröfsen p und 
2 werde ich also, wenn ich sie absolut gebrauchen will, fordern, 
dafs sie Eigenschaften des Begriffs zum Ausdruck bringen, und 
dafs den Rechnungsoperationen, welche der Natur entsprechend 
zulässig sind, nicht blofs ein Sinn verbleibt, sondern dafs die 
Gnindlagen der ersten Bestimmungen auch in den Resultaten ge- 
wahrt bleiben. 

t Jenes SctJufsverfahren ist nun so sicher, dafs man es als einen 
eis fUr den tSatz ansehen kann, nach welchem die Oröfse 
_jiL_ .P .. 

eben jene Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Falls 
sich mit wachsendem fi der Null nähert, beruhigt ansehen kann — 



(«), 



^^nli< 



lieh wie die Behauptung, dafs der bekannte Quotient 
7-7777 [« + /' + )'+• 



le ganze Zahl ist, lediglich auf Grund setner Bedeutung als eines 
Ttorabinatorischen Zahlausdrucks ala evident anerkannt wird. 

Es ist einleuchtend, dafs die arithmetische Betrachtung mit all 
diesen Erörterungen sieh nicht auizuhalten nötig hat. Unsere Ab- 
sicht ist ja eine wesentlich andere; es liegt uns daran, die in die 
Rechnung verwobenen Fäden dea gemeinen Verstandes wieder blofs- 
zulegen, was ohne Weitläufigkeiten nicht zu erreichen ist. 

Jenes letzte, das zweite Resultat dea BEBNOULLischen Theorems, 
wird gewühnlich mit Hülfe der tiaiRLiNGSchen Naheningsformel ftir 
grofse Fakultäten gewonnen. Wenn man in dem Ausdruck (a) 
diese Beziehung 

1.2-3 « = «"c~"y2nn 

anwendet (e bedeutet die Basis des natfirlichen LogarithmcDsystems), 
80 geben einige leichte Reduktionen fUr 
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unter Berücksichtigung von p'^q = l das angenäherte Resultat 

1 



y27tf4pq 
als Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Falles , eine GröHse, 
die das veränderliche fi, aber sonst nur konstante Gröfsen im 
Nenner hat, also in der That mit wachsenden fi immer mehr ab- 
nimmt. 

Während nun diese Gröfse, obwohl in der Binomialentwick- 
lung alle anderen an Wert übertreffend, inmier abnimmt, liegt auf 
der Hand, dafs auch jedes irgendwann in die Erscheinung tretende 
Kombinationsverhältnis a: ß a fortiori im weiteren Verlaufe bei 
gesteigerter Versuchszahl an Wahrscheinlichkeit verlieren mufs. 

Auch den weiteren Verlauf der BERNOULLischen Untersuchungen 
kann man sich ohne exakte, mathematische Auswicklung des Binoms 
für einen grolsen Exponenten aus der Denkungsweise des gesunden 
Verstandes heraus vor Augen fuhren. 

Je mehr Versuche angestellt werden, um so zahlreicher wer- 
den auch die Kombinationen, in welchen das Schlufsresultat 
charakterisiert werden kann. Auf eine Bestimmung der Reihen- 
folge ist von vornherein verzichtet worden, und trotz dieser Herab- 
minderung der Ansprüche wurde gezeigt, dafs auch die normale 
Kombination, wie die wahrscheinlichste Verteilung heifsen möge, 
immer mehr an Wahrscheinlichkeit einbüCst. Aber man wird leicht 
einsehen, dafs, je gröfser /ujp und fiq werden, die Fälle, welche sich 
unmittelbar um sie herum gruppieren, wie die Kombinationen 

W>±1> f^Q + h iKP±2, M + 2, , 

sich auch immer weniger im Urteil von dem normalen Falle untei^ 
scheiden. Wenn man bei gleicher Wahrscheinlichkeit in 10000 
Versuchen auf die Fälle 5000, 5000; 4999, 5001 ; 4998, 5002 u. s. w. 
reflektiert, so wird für imser Urteil überhaupt eine Differenz kaum 
eine andere Wirkung als eine formale haben. Ich werde sagen 
müssen, dafs 

4990 Wy 5010 5 
im Wappen- und Schriftspiel minder wahrscheinlich sind, als 

5000 W7, 5000 5, 
aber auf den Unterschied wird kein Mensch in der Weise reagieren, 
dafs er auch nur eher auf die letztere Kombination als auf die erstere 
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eine Wette einginge, während weiter entfernte Verteilungen, z. B. 

2000 w, 8000 s, 

ohne jeden Zweifel und auf den ersten Blick eine viel geringere 

'abrsch ein liebkeit von uqb zugesprochen erhalten. Die an den 

irsten Grenzen auftretenden Kombinationen 

lOOUO tff, 9999 w 1 s, 9998 m' 2 s, 

haben eine so minimale Wahrficheinliclikeit, dafa wir sie nur, weil 
sie doch nicht unmöglich sind, aua eben denselben formalen QrUn- 
deo mit in die Erwägung ziehen. Was in dem Versuche Büffons, 
der in 2048 Veräuchsrcihen 6 mal an 9ter Stelle zum erstenmal 
Wappen traf, noch vorkam, wird bei einer Erhöhung der Stelle 
zwar nicht unmüglich, d. h. seine Position und sein Geschehen 
ftllirt keinerlei Widerspruch mit sich, indessen wird sich Niemand 
sträuben, diese extremen Fälle aus seinen Rechnungen, wo es auch 
sei, auszuscheiden, ohne sich über den Fehler die geringsten 
Skrupel zu machen. 

Man wird sich nun leicht vorstellen können, dafs ein weiterer 
Verzicht in der Bestimmung des zu beurteilenden Falles wieder zu 
einer Erhöhung der Wahrscheinlichkeit führen kann, wenn man 
nicht btofa die Reihenfolge, sondern auch die fest charakterisierte 
Kombination aufgiebt. Dafs man sich mit den extremen Fällen 
nicht befassen wird , liegt am Tage , und wenn man die normale 
Kombination mit gleichviel Nachbarn nach rechtä und links in die 
Beurteilung einschliefst, so giebt man dem Geschehen einen Spiel- 
raum, dessen Innehaltung von vornherein eine immer gröfsere 
Wahrscheinlichkeit erhält, wenn man die Grenzen immer weiter 
setzt. Man ist ja zunächst völlig frei in der Festsetzung der Mög- 
lichkeiten, die ausgeschlossen werden sollen. Es fragt sich nur, 
ob die exakte Wägung der Rechnung hier an Stelle der rohen 
Schätzung eine scharfe, rationell begründete Vorschrift gewähren 
kano. Und auch das ist leicht einzusehen. 

Das GefUge der Rechnung gestattet z. B, die Frage: Wieviel- 
mal muls ich einen Würfel fallen lassen, damit die Wahrscheinlich- 
lichkeit, 6 zu treffen, irgend einen gi'öfseren Wert als J annimmt? 
Man sieht, dafs in dieser Aufgabe die Wahrscheinlichkeit J und die 
andere, nach der man zustrebt, gegeben ist, so dafs die Gleichung 
eine Unbekannte, die Zahl der Würl'e, zu bestimmen verstattet. 
Die einfache Rechnung ist aus den Lehrbüchern zu entnehmen; 
ihr Resultat giebt für unser Beispiel in ungefährer Wertung, 
d&fs man 
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mit 4 Würfen die Wahrscheinlichkeit \ 
7 4 

n "'"^ » »» » To 

m ^^ n n » Tinnr 

erhält; wir haben hier eine auf unserem Begriff ruhende Methode, 

die uns, wie Bertsand sich vorsichtig ausdrückt^ aus dem Qebiete 
des Wahrscheinlichen in das der „Quasi-Oewilsheit^ führen kann. 
(Man lege sich die Frage vor, ob man mit 35 regelmäfsigen 
Körpern, die Einem zuvor unbekannt waren, die Wahrscheinlichkeit 
^^ erhält, dafs ein Tetraeder unter ihnen sich befindet, wie es 
die Rechnung fordert, dafs man also 1000 gegen 1 darauf wetten 
dürfe.) Niemand wird zweifeln, dafs eine bestimmte Seite schon 
unter 7 Würfen mit Wahrscheinlichkeit erwartet werden darl^ und 
bei 41 wird das in noch höherem MalÜBe der Fall sein. Es wird 
dies Vertrauen zu dem Resultate sich steigern lassen, wie sehr man 
will, und wieder darf man nicht vergessen, dafs man das Gebiet 
der Wahrscheinlichkeit nicht verläfst Der gewählte Rechnungs- 
mechanismus sorgt daftlr, dafs man mit ihm vom Möglichen ebenso 
wenig auf das Terrain des Unmöglichen als auf das der Notwendig- 
keit gelangen kann. Denn die Aussage der Oewifsheit hat nur 
den Sinn einer Notwendigkeit. Gleichviel, ob unser Urteil iS^ ist j> 
eine logische Notwendigkeit erftült oder einen empirischen, geradezu 
zufälligen Inhalt beschreibt; wenn es ausgesagt werden soll, so 
mufs es auch hypothetisch notwendig so sein. Auch die vor der 
Erkenntnis offene Prädizierung eines p ändert daran nichts. Wir 
sind ja immer der Gesetze oder der Bedingungen unserer Erkenntnis 
gewifs, welche uns die Notwendigkeit des Geschehens garantieren. 
Trifft der Wurf 6 beim ersten Male ein, so war er notwendig; aber 
wenn wir tausendmal zu würfeln gedenken, so giebt es keinen 
Überzeugungsgrund, der uns a priori den Wurf auch nur einer 6 
als notwendig erwarten lieCse. 

In der Binomialentwicklung kann man die Glieder 

+ U!L,)^""«"'"+CS')''"«''+U+i)'''*'«''"'- 

ZU einer Summe zusammenfassen; sie enthalten das absolut gröfste 
Glied und gleichviel Glieder nach beiden Seiten, nämlich A, im 
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ganzen 2% + 1. Jene Summe giebt nach elementarer Regel die 
Wahrscheinlichkeit dafür an, dafs bei fn Versuchen ^ welche nur 
zwei Ereignisse E und Ei ergeben können ^ das Gesamtresultat 
eine Kombination aufweist, die zwischen 

jujp — h mal E j MP + * ni»! E 
fiq + h ^ Ei^^ fiq^h „ El 
irgendwo ihren Platz hat, mit anderen Worten, daCs die Ab- 
weichung h weder nach der einen noch nach der andern Seite 
überschritten wird. Setzt man in abgekürzter Schreibweise 

Ä = — A, — Ä + 1, 0, 1, 2 A, 

so sind in dieser Gleichung p und q ein- für allemal bekannt; un- 
bestimmt sind die Gröfsen 

fiy h und @, 
von welchen je zwei im Verfahren der Rechnung die dritte zu 
bestimmen ausreichend sind. Dafs & zwischen und 1 liegen muls, 
ist ebenso einleuchtend, wie dafs h wegen 

f^P + hi = f^ 
den Wert fiq nicht tiberschreiten darf, für den den Wert 

(jp -+- g)'* = 1 annimmt. 

Die GröÜBen fi und h sind nach der Natur der Aufgabe ganze 
Zahlen, so dals nicht jedem beliebigen & eine Lösung entsprechen 
wird, indessen macht sich die Rechnung, die in der Form der 
Gleichung unübersteigbare Schwierigkeiten finden würde, überhaupt 
von dieser Einschränkung durch einen Übergang zu stetigen Verhält- 
nissen frei, der für den Sinn der Operation völlig gleichgültig ist 

Rechnend kann man sich nun leicht überzeugen, wie die 
äufseren Glieder des Binoms (jp + q)^ immer schneller abnehmen, 
als die um das absolut gröGste Glied gruppierten. So klein es 
auch werden mag, inmier bleibt sein Verhältnis zu den äufsersten 
Gliedern nicht allein sehr grofs, sondern dies Verhältnis kann über 
jede angebbare Gröfse mit wachsendem /ä gesteigert werden. Ist 
ju gleich 100, p = q=^y so ist 

und das Verhältnis ungefkhr = 397946, während man für das 

Goldichmidt, Wahrsoheinlichlceitsreohnung. 11 
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extreme Glied -^j^ schon die ungeheuere Zahl ^^^ ' . erhalten 

wtlrde. Will man sich bei gleicher Wahrscheinlichkeit der I^ig- 
nisse eine anschauliche Vorstellung der Vorgänge in der Rechnung 
bilden, so kann vielleicht ein Oleichnis dienen. Denkt man sich 
ein planparallel fest begrenztes Sttlck Gummi , dessen prismatisch 
geformte Masse sich um eine mittlere Ebene völlig symmetrisch 
gruppiert, senkrecht zu dieser nach beiden Seiten immer weiter 
ausgezogen, so dafs die Synmietrie aufrecht erhalten bleibt, während 
wiederum senkrecht zur Richtung dieses Zuges sich ELräfte geltend 
machen, die wesentlich schwächer, aber im Gröfsenverhältnis der 
Binomialkoeffizienten wirken, so wird dieselbe Masse sich wesent- 
lich nach der Dimension des Zuges ausdehnen, während sie senk- 
recht dazu immer mehr an Raum verliert. Das heifst aber: ihr 
Höhenmaximum nimmt beständig, aber langsam ab, die Kurve des 
senkrecht zur Richtung des Zuges vorgenommenen Schnittes wird 
zwar in der Maximumgegend inmier flacher, fällt aber von einer 
gewissen Stelle immer steiler nach den flachen Enden herab. In 
der That nähert sich das Verhältnis der Mittelglieder mit wachsen- 
den ju immer mehr der Einheit; wie deren Verhältnis zu den 
äufseren Gliedern über jede Gröfse wächst, so ist das Verhältnis 
in unserem Beispiele für das mittlere und jedes der 2 Nachbarglieder: 

100! 100! 51 

50! 50! • 49! 51!~50 

100! 100! 51-52 

50! 50! • 48! 52! "49-50 
und diese beiden Zahlen konmien der Einheit schon recht nahe. 

Nach dem Vorhergehenden wird man in - der Lage sein, ein- 
zusehen, was gemeint ist, wenn h ein- für allemal bestimmt bleibt, 
und mit wachsender Zahl der Versuche fi die Grölse B so groGB 
gemacht werden kann, dafs sie sich der Einheit immer mehr nähert 
Das Verhältnis 

fiq + h g + ± 

wird mit wachsenden ju immer näher an das Verhältnis der Wahr- 
scheinlichkeiten 

p:q 
heranrücken, und wir werden nunmehr den Satz aussprechen 
können : 
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Haben zwei Ereignisse E und Ej die Wahrscheinlichkeiten p 
und q, 30 kann man durch steigende Zahl der Versuche die Wahr- 
scheinlichkeit immer mehr vergrOfsem, dafs daa Zahlen Verhältnis 
> E und El eich nicht aus zwei noch so eng gezogenen Grenzen 
Itfemt. 

Das von Bernoulli gerechnete Beispiel hat hier seinen Platz. 

In einer Urne seien 30 s und 20 w Kugeln ^ die gezogenen werden 
immer zurückgelegt. Eb ist aiso p = l^, y^|S- ^^■^ Verhältnis 
der schwarzen und weifaen Kugeln soll zwischen den Grenzen 

I5"0 * rt 
{Biben. Dies mit der Wahrscheinlichkeit 
yJ3{ zu bewirken bedarf es 25550 Ziehungen, 
H88? . . . . 31258 

KBJ» . . . . 36966 

Draus man zugleich ersieht, dafs die Wahrscheinlichkeit schneller 
zunimmt, als die Zahl der erforderlichen Züge. 

Es sind also wesentlich drei Aussagen, die der berühmte Satz 

Bernoüllis enthält. Aufser der soeben entwickelten dritten jene 

über die wahrscheinlichste Verteilung bei einer beliebigen Zahl von 

Fällen und die andere, welche die Abnahme auch der Wahrschein- 

^lichkeit der normalen Verteilung ausspricht 

^^L Die Behauptungen übersteigen zwar in den letzten Punkten 
^^psn Gedankenkreis des gewöhnlichen Lebens; auch der Gebildete 
^Krird Schwierigkeiten haben, den ganzen Sinn der Betrachtungen 
zu erfassen, indessen enthalten sie nichts, was der gesunde Ver- 
stand bei näherer Überlegung anders detiken würde. An die Rech- 
nung tritt bei den übergrufsen Zahlen, die sie verlangt, ein Anspruch 
heran, den wir ohne geeignete Hülfsformeln nicht zu bewältigen im- 
stande sind; unsere Anschauung hat ea leichter, an allgemoinen 
Zeichen oder an symbolischer Darstellung den Operationen zu folgen, 
und dem Versuch, eine dem Kalkül parallele ps endo- experimentelle 
Veranstaltung vorzunehmen, geht sehr bald der Atem aus. Was 
kann es heifsen, den Zufall auf die Probe zu stellen? Denn in 
allen unseren bisherigen Betrachtungen haben wir eben ihn voraus- 
gesetzt. Und doch wissen wir, dafs ihm auTserhalb unserer Gedanken 
nichlfl entspricht. Sollen wir Hypothesen machen, die uns ein 
Geschehen erklären, und solche, die uns die Unerklärbar keit er- 
klären? Wir erkennen den Zufall als Treppenwitz der Welt- 
geschichte, wir belächeln ihn in den naiven Aufserungen des Kindea, 
wir dulden ihn in der Posse und, sparsam verwandt, im Lustspiel, 
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wir identifizieren ihn auch wohl mit geheimniBvollen Mächten, wei 
wir mit dem Gast des Polykrates dessen Schicksal erfüllt sebeE 
aber eine Erklärung verlangen wir nicht. Von der Tragüdie 
warten wir eine Entwicklung der Charaktere; unser ästhetischaa 
Empfinden würde verletzt sein, wenn der Sieg des Helden mit da^ 
Niederlage seiner Idee erkauft wäre, wie uns noch schwerer a» 
kommt, ihn dem Zufall des Schicksals zu opfern. Fast scheint e 
als ob Ernst und Zufall sich in einen Gegensatz bringen liefaei 
Hier die stratFe Disziplin der Kausalität, der Gesetze, dort < 
lockere Gebaren eines Kobolds — des Zufalls. Und nun will es 
uns bedtinken, als könnten wir ihn einfangen und zu ernster Arlx^t 
zwingen. Wir geben ihm in allen imseren Aufgaben und Exempeln 
einen Spielraum — das ist richtig. Der Zwang unserer Anordnung« 
bannt ihn in einen bestimmt abgegrenzten Bezirk, aber ist er ihn 
so unterthan, dafs er innerhalb der von uns gesteckten Grem 
nach allen Richtungen in gleicher Weise pendeln mufs, wie eä| 
Ätherteilchen im natürlichen Licht ein Aaimut nach dem anderfl 
aufsucht? Da ist keine bevorzugte Richtung, und wir sind aichei 
dafs alle Teile des Raumes in gleicher Weise bedacht werden. HätÖ 
Laplace recht mit seinem mystischen Ausgleich ungttprazess, der Ord 
nung in die Welt, und Poisson mit dem Normalzustand. welche| 
den Zufall in der Welt auf das Schema des Trägheitsgosetzea i 
der Mechanik bringt^ Hier ist ein ursachloses, völlig normaJd 
ein kombinatorisches Geschehen, in dem die Anordnungen sich aV 
lösen wie im Verstände des kombinierenden Mathematikers, 
diesem esoterischen StilUehen stehen nur die Gewalten der atDrended 
Ursachen aufaerlialb entgegen. Eine zweite Welt in der Wely 
deren vernünftige Bewohner wiederum die Immanenz des Getrieba 
nicht verstehen können, und deren Blicke beständig nach dem ien 
seitigen Anstofs durch die Natur ihres Intellekts gerichtet werden?" 

Wie auch unsere Erklärungsversuche sich abmühen, wir kommen 
nicht darüber hinaus, daTs diese 6 Würfelseiten immer da sind, dals 
eine jede immer aufliegen kann; der Ausgleichungsprozäfs antu 
den vorübergehenden Ursachen, der Normalzustand, der aufreclij 
erballen wird, wenn nicht etwa Faktoren auftreten, die ebenaowoli] 
dauern, wie eben jene 6 Würfelseiten , kurz, was auch versucht wii^ 
uns durch Fiktionen und Hypothesen nahe zu fuhren , was \ 
Grunde näher nicht sein kann, ist immer wieder jene gleiche WahH 
Bcheinlichkeit, die in Gedanken über den Haufen geworfen wiri 
wenn wir eine andere Art des Geecbcbens für berechtigter hielte 
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eben diejenige, welche der BERNOULLiache Sntz f(!r die walir- 
acheinlicliste erklärt. Auch das Recht auf die Fragestellung iiat 
seine Grenzen; die Verwunderung, der Zweifel und die Kritik sind 
Polizei- Vors chri ften , aber die Erfüllung der Gesetze schafft auch 
ihnen einmal Ruhe. 

Dafs es einen Zufall nicht giebt — oh man hinzuf(igt: im 
eigentlichen .Sinne, oder wie man sich einschränken will, iat gleich- 
gültig — , sieht Jedermann ein, wenn damit gesagt sein soll, Kau- 
salität und Wechselwirkung seien in ihm aufgehoben. Auch dafa 
er lediglich auf unserer Unwissenheit beruhe, ist kein ckarakte- 
ristisches Merkmal. Die Lelire von den vielen Kausalitätsreiben, 
die sich parallel laufen oder sich kreuzen , enthält Anschauungen, 
welche von der Kausalität im einzelnen gleichsam zu einer Kau- 
salitfit en gros gelangen, ohne uns wesentlich klüger zu machen. 
Ich muT» gestehen, dafs mir immer ein gewisses Grauen angekommen 
ist, dem mehr Bedauern als Ehrfurcht beigemischt war, wenn die 
Fiktion des allumfassenden Verstandes in die Erscheinimg trat, dem 
jede einzelne Veränderung in der Welt a priori klar, alles Ver- 
gangene und Zukünftige bis ins Unendliche bekannt und sicher 
sein müsse. Diese Fiktion ist ein menschlicher Gedanke, auf den 
man nur menschlich reagieren kann. Und nun stelle man sich einen 
Verstand vor, der die BuFPONschen 4040 Versuche bis aufs Tüpfel- 
chen vorhersieht, eine innerhalb unserer Betrachtungen, die mit un- 
geheueren Zahlen rechnet, bescheidene, aber doch im Grunde grau- 
same Zumutung. 

Mir will scheinen, dafe wir das Wort „ZufjaU" nicht so sehr da 
gebrauchen, wo wir eine Erklärung nicht zu geben vermögen, als 
da, wo sie von gar keinem Interesse ist. Wir unternehmen eine 
Beise nach dem Nordkap, und siehe, als wir daa Schiff besteigen 
wollen, tritt auch ein lieber Freund, den wir seit Jahren nicht ge- 
sehen haben, an Bord. Ein merkwürdiger Zufall. Er bleibt auf- 
recht, nachdem wir uns getreidich über die Vergangenheit und den 
Entschlufs zur Reise alles Wissenswerte erzählt haben. Was nun 
noch vom Zufall übrig bleibt, ist in unseren Beispielen der Wahr- 
Bcheinlichkeitsrechnung immer vorausgesetzt: die Möglichkeit der 
Ereignisse selbst. Die Kugeln sind alle da, und sie können gezogen 
werden, eine wie die andere mit gleichem Recht. Eine Würfelseite 
kommt in einer grofsen Zahl von Würfen nahezu so oft daran als 
die andere; das giebt uns gar keinen Anlafs zur Frage. Eine Ant- 
wort interessiert uns gar nicht; das haben wir ja vorausgesehen. 
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Nun kommt es aber anders; die 6 überwiegt, und zwar in auflHlligi 
Weise, sagen wir mit einer minimaJen vorherigen Wabrscheinlicl 
keit, vrie sie die binomiscbe Entwicklung angezeigt haben würd< 
Wir prüfen den Würfel, er erweist sich tadellos. Was hat aicb 
eignet? Das a priori, d. h. nach allgemeinen Gesetzen MSgUi 
ist wirklich geworden. 

Das ist ein wesentliches Kennzeichen des Zufalls, achlechthtn 
unbestimmbar zu sein. Wir können ihm Grenzen setzen, aber wenn 
auch nur 2 Fälle das zu beurteilende Verhalten einschränken 
giebt es kein Denkgesetz und keine Erfahrung, aus der wir denk« 
irgend welche Gesetzlichkeit abzuleiten vermöchten. Aber dari 
zweifeln wir nicht, dafs alle Vorgänge, wie sie aneh seien, mit Not' 
wendigkeit eintreten. Der Zufall ist immer das Besondere 
Einzelne, das wir nur begrifflich in eine Reihe bestimmter Vor- 
gänge einordnen, niemals aber in einem allgemeinen Satz der Festel 
des eindeutig besliuimten Geschehens überantworten können. Wir 
können den Zufall herstellen uud haben die Macht, die Natnr, 
d. h. das Gesetz, in unsem Dienst zu zwingen. Unsere Wülen»- 
akte ziehen wir in die Beurteilung nicht mit ein, aber nach dem, 
was wir können, dürfen wir nicht messen, was sich ebensowohl 
unserem Willen als auch unserer Kenntnis entzieht. 

Das Einzelne, Thatsächliche , keinem Gesetz als dem Begriffe 
eines Geschehens Subsumierbare ruht auf tausend Bedingungen, 
die wir nicht kennen ; es selbst hat aber für unser Winsen, das aof^ 
Allgemeinheit geht, keinerlei Interesse. Eben deshalb lassen 
den Zufall überall auf sich beruhen, wo es sich um wissenscl 
liehe Untersuchung handelt. Was uns hier interessiert, ist nicJ 
der Zufall, sondern unser logisches Verhalten gegenüber einem Ge- 
schahen, dem wir selbst einschränkende, aber im grolsen und ganKen 
solche Bedingungen setzen, die eine freie, der gesetzlichen Foi 
widerstrebende Entfaltung bewirken. Weim also auch der seil 
Zufall, den unsere Vorschriften noch zulassen, eintritt — und dos 
gelegentlich der Fall — , so stand dem ja gar nichts entgegen, dei 
dos noch so Wahrscheinliche ist darum nicht gewifa. Ist ji 
WUrfel tadelfrei, so wäre noch eine zweite Frage von Inten 
Ist es möglich, dafs der Wurf mit einer gewissen Geschicklichki 
des Werfenden, von einer Absicht herbeigeführt worden ist? 
fem das wirklich ausgeschlossen ist — und es wäre aucli bei nonnftl« 
Würfeln möglich — , so bleibt nichts übrig, als die Thatsacbe hinzi 
nehmen. Wie sie aber zu stände gekommen ist, das kann ein 
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iches Interesse am weDigsteo in allen unseren Beispielen haben, 
denen wesentlich ist, dafa in dem Geschehen seibat nichts liegt, das der 
wissenschaftlichen Analyse wirklich unzugänglich wäre. Die mechani- 
schen Vorgänge sind völlig erklärt, und die Prozesse, welche sich bei 
willkürlichen menschlichen Bewegungen abspielen, wird man von 
dieser Seite her nicht untersuchen wollen. Unsere Aufgabe ist in jeder 
Disziplin, das Allgemeine im Besonderen aufzusuchen ; die Methoden 

id überall das Mittet zum Zweck, und ihnen ist wesentlich, dafs wir 
«ne bestimmte Frage von allem Beiwerk frei machen, das uns in der 
Betrachtung stört Das Eintreffen solcher Fälle, welche a priori eine 
minimale Wahrscheinlichkeit haben, gehört zu den Kuriositäten, die 
man, wenn das Bedürfnis hinreichend grofs ist, aufschreiben mag. 
Man wird ihrer im Leben und in der Geschichte soviel haben, 
dafs die Schreiblust bald vergehen würde. 

Auch da« hat man zu berücksichtigen, und es wird zuweilen 
äbersehen , dafs die Verwunderung über ein Ereignis und unser 
Mifstrauen dann erst gerechtfertigt ist, wenn eine Vorhersage oder 
ein Interesse, Gewinn oder Verlust, an dasselbe geknüpft war. 
Der berühmte Abb^ Galiani, der durch alle Abhandlungen der Dis- 
ziplin hindurch „Sangue di Bacco" schwört oder flucht, weil ein 
.ebenso naiver als gaunerhafter Neapolitaner mit gefälschten 3 Würfeln 
warf, auf die er gehalten hatte, würde sich mit seinem 
le auf die Angaben philosophischer und na ttonalök onomisch er 
©eschichtswerke beschränkt sehen, wenn 5 mal nacheinander 8X5 
gefallen wSre, 

Beim BEBNOüLLischen Satze kUmmert uns auch nicht der inter- 
essante Zufall der Ausnahmen von der Regel, sondern der ganjs 
banale, aelbstverstftndliche Zufall, der weder zu einer Hypothese 
noch zu weiterem Nachdenken den geringsten Anlafs bietet. Es 
wäre absurd, wenn dem, was mit gröfster Wahrscheinlichkeit vor- 
her bestimmt wird, in der Wirklichkeit nichts entsprechen sollte. 
Die physikalische Erklärung ist vorausgesetzt, und man mufs nur 
nicht meinen, dafs man im Gebiete der Physik sich bewegte. Das 
berühmte Theorem giebt keinen Beweis eines Gesetzes der grofsen 
Zahlen, sondern es setzt nur den Gedankengang des alltäglichen 
'Verstandes in eine arithmetische Formel um. 

Mit der unvollziehbaren Voraussetzung unendlich vieler Fälle 

lUen wir nicht rechten; sie hat Ja eine lediglich kalk i dato rischa 

ieatuDg, die den nicht stört, der mathematische Qrenzbetrach- 

ihrem Sinne nach zu beurteilen imstande ist. Nur eins darf 
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man Dicht denken: dafs man sich mit den Zahlen wirklich i 
absolute Gewifsheit hinein rechnen könnte. Für Bebsoülli aller- 
dings war die Rechnung der Asymptote vergleichbar, die sich der 
Kurve des wirklichen Geschehens im Sinne der Wahrscheinlich- 
keitsverhältniase immer mehr nähert, während docli eben der Spiel- 
raum, der durch die Voraussetzungen dem Geschehen belassen wird, 
die Abweichungen zuläXat, die Schritt ftlr Schritt auch in derj 
Rechnung als möglich erwogen werden. Diese Rechnung, 
Bernoulli that, mit dem Vorgange zu vergleichen, der bei der Er-^ 
raittlung der Ltn)OLFHschen Zahl it, dem Verhältnis des Kreisdurch- 
inefisers zur Peripherie, uns mit jeder Dezimale dem wahren Werte 
näher führt, ist arithmetisch richtig, mit einem kleinen, aber 
bedeutungsvollen Unterschied, der in der Sache ruht. Die Zahl i 
ist überhaupt nicht angebbar, indessen komme ich ihr mit jedei 
Zifier näher, jeder neue Zug in die Urne und jede Reihe von Zügen J 
hat aber nicht die Bedeutung, welche etwa der Verdoppelang derJ 
Seitenzahl des regulären Polygons, mit dem man dem Kreise nAhei 
kommt, zu vergleichen wäre. Das Verhältnis der günstigen : 
allen möglichen Fällen wird a priori immer grörser und kommt 
immer mehr an die Einheit; breche ich aber die Versuche an vrt- 
schiedenen Stellen ab, so bin ich gar nicht sicher, ob ich nicht 
vorher dem normalen Verhältnis näher war, als später, eine That- 
sache, aut' die zuerst Leibxiz aufmerksam gemacht hat, und die in 
neuerer Zeit von Lotzk näher beleuclitet worden ist. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist das MaCj unserer Erwartung, 
aber nicht die Erwartung wird gemessen, sondern jene ist ein Mafs, 
nach dem sich die Erwartung richtet oder richten kannte. Wir 
erwarten ein Ereignis mit gröfserer oder geringerer Zuversicht, und 
es ist eine psychologische Thatsache, daTs wir bei hoher Wahr- 
scheinlichkeit des Erfolgs sieber zu sein glauben. Die ganze Di«--. 
ziplin verlangt den Standpunkt, auf welchem noch verschiedene 
Möglichkeiten gedacht werden, gleichviel, ob es sich um Vergangene! 
oder Zukünftiges handelt. Es giebt einen grofsen Raum innorhalU 
der Grenzen und 1, für den wir unsere Erwartung völlig a 
das stört nicht den Begriff der Rechnung als einer Direktive f 
unser Urteil. Wette und Spiel mit seinen Erwartungen, ab psycho 
logischer Erscheinung, kann man völlig bei den begrifflichen Frageiu 
aufser acht lassen. Eben diesen Erwartungen rückt der Recheiri 
mechanismus der Wahrscheinlichkeit wenn auch vergeblich zu L^ibl 
Natürlich meinen wir nicht den harmlosen Zdtvertreib lieim WluM 



»iel- 

ird, I 

der^H 

rch-^ 

Erte 
.her 

Ü i: J 
-der ■ 

der^^l 
Iher^H 

nmt ' 



Das OeseU der grofsen Zahlm. 169 

oder Piket. Das ^MaÜB für unsere vernünftige Erwartung*' 
schrftnkt den psychologischen Begriff etwas ein: es bedeutet eine 
Abstraktion, der im Orunde nichts entspricht. Die Oeltung für den 
einzelnen Fall in der Erwartung kann man verneinen und bejahen ; 
es läÜBt sich darüber allgemein gar nichts sagen. Wann erwarten 
wir ein Ereignis, wann nicht? Ist hier die Wahrscheinlichkeit ^ 
wirklich die C^renze? Oder liegt sie bei \ und f, } und f ? Wer 
kann das sagen? Das wird nicht allein individuell von Person zu 
Person, sondern aach von Fall zu Fall verschieden sein, selbst wenn 
wir annehmen, daCs die EIrwartung lediglich von dem Quotienten 
und nichts anderem sich dirigieren l&lst Die parallele Frage ist 
doch für den Verstand : Wann halten wir eine Aussage, deren Not- 
wendigkeit nicht auf der Hand li^, die also nur wahrscheinlich 
ist, für richtig und wann nicht? Auch hier wird das Psychologe 
mitzureden haben. Wie dem auch sei, so wird die praktische Be- 
deatung der Quotienten wesentlich darin liegen, wie sie sich in 
ihrem Einfluls auf unser urteil geltend machen können. 

Insofern Jemand in der Wissenschaft die Maxime befolgt, nur 
das Gewisse anzuerkennen, können wir ihn durch keine Argumen- 
tation zwingen, sich auf Wahrscheinlichkeiten einzulassen. Will er 
fiadi mit uns einigen, so wird er mit der Bestimmung */• auch den 
BBDOüUJLschen Satz in den Kauf nehmen müssen. Der hohe Orad 
T9D Wahrscheinlichkeit, den er, wenn auch nach noch so kfinsdicher 
Ahlettong, mit seiner Aussage verbindet, statuiert allerdings nur 
«Dseo Oradunterschied, aber es wäre sinnlos, wenn wir an eine hohe 
ITjikncheinlichkeit nicht die Voransbestimmung zukünftiger Ereig- 
ine im Sinne der Aussage knüpfen sollten. Diesem Oradunter- 
«äoede in der Definition Rechnung zu tragen, li^ ein Anlab nicht 
^Bc obwohl viel Mißverstand damit hätte beseitigt werden können. 

Wer die Definition als ein Resultat der Übereinkunft ansieht, 
aar wird nicht ohne weiteres sagen, dals Johk Stuart Mill un- 
TwAiii hatte, die madiematische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
dnodk die erfahrungsmftfsig festgestellte Frequenz in einer 
.gnAcn Zahl von Fällen zu definieren. Hill hat diese Definition später 
waUpBgthesi f weil er sich davon überzeugte, dals die Mathematiker 
in Ssr historisch gq^benen Entwicklung der Disziplin die Wahr« 
«äffloEchkeit nidit ab eine Eigenschaft des Ereignisses seihst auf- 
liwiiiHU sondern we3 sie „ein blolser Name für die Stärke des 
ttTmA» ist, wofkaefa wir oder andere dasselbe erwarten^. Die 

halMA sehr recht gethan, ihre Definition an die fest 
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gegebenen und zufolge der explicite oder impUcite 
aussetzungen bestimm enden Disjunktionen anzuknüpfen, anstatt von 
dem „wahracheinlichaten Falle" ausgehend den Mafastab des Wahr- 
scheinlichen zu tixieren. Beide Begriffe, die mathematische Wahr- 
acheinlichkeit äes Einzelfalls uud die wahrscheinlichste Verteilonfj^ 
hftngen zwar so fest aneinander, dafs der eine den andern mit sicfa 
bringt, indessen ist es doch zweckmäfsiger, den allgemeineren, um- 
fassenderen Standpunkt einzunehmen, namentlich wenn er auch drr 
unmittelbar erroichbai-e ist. Aber auch wenn ich mit höchster Wahr- 
Bcbeinlicbkeit eine gewisse Verteilung von Ereignissen E and £, 
erwarte, fUr die jede Reihenfolge gl eich wahr sc heinlich ist, hUtte ich 
dies Verhältnis als mathematische Wahrscheinlichkeit definieren 
können, unbekümmert um die Konsequenz aus der bistoriachOL 
Definition, nach welcher auch aus der wahrscheinlichsten Verteilunj!] 
wiederum die Wahrscheinlichkeit des einfachen EreigniaMS 
nur als wahrscheinlich folgt. 

Noch mehr, der Fall, welcher hier unberücksichtigt bleiben würde, 
in welchem nümlich jene Verteilung sicher ist, hat in Wirklichkeit niu- 
Bedeutung für die Theorie und praktisch für die Spiele; gleichwohl 
ist der Unterbau der a priorischen, aus den vorauszusetzenden Be- 
dingungen und nicht dem Geschehen selbst hergeleiteten Wahr- 
scheinlichkeit ein so festes GefUge, weil die Bausteine, selbst aus 
dem Steinbruche des Verstandes stammend, glatt und unbehauen 
sich der zweckm&rsigen Fundamen ti er ung erbieten. 

Leider kann ich die Bemerkung Stoupfs nach seinem Uinweiti 
nicht kontrolieren , taut welcher Stuart Mill „nicht ganz \xaä!\ 
konsequent" seinen gekennzeichneten früheren Standpunkt ao^ 
gegeben habe. Die GoupBBzsche Übersetztmg war mir leider nicht 
KUgänglich. Wenn Stumpf, wie ich vermute, an dieser Stelle An- 
Btofs nahm: 

„Beim Würfeln ist die Wahrscheinlichkeit von eins J; nicb^j 
blofs, weil es sechs mögliche Würfe giebt, unter denen eins 
ist, und weil wir keinen Grund kennen, warum der eine Wi 
eher fallen sollte, als der andere, obgleich ich die Gltltigl 
dieses Grundes in Ermangelung eines andern zugegeben hal 
sondern weil wir wirklich entweder durch Schliefses odi 
durch Erfahrung wissen, dafs in einem Hundert oder 
Millionen von Würfeln eins ungefähr ein sechstelmal von dii 
Zahl oder einmal in sechs Malen fällt" (S. 74), 
so ist das in Verbindung mit der unmittelbar folgenden Stelle 
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KonsesBion des Empiristen, in der er mit der scharfen Kritik der 
beiden Oelehrten Fsiss und Coübnot sich völlig berührt, denen 
man einen empiristischen Standpunkt nicht zum Vorwurfe machen 
wird. MiLL giebt es auf, die Wahrscheinlichkeitsbestimmung von 
einer Torangegangenen Abzahlung abhängig zu machen, wie er es 
zuvor gethan hatte. Die Lehre von Fbibs und Coubnot, die nach 
Elsas den in Königsberg gesponnenen Faden der Erkenntniskritik 
gleichzeitig an seinen beiden Enden festhalten, läfst sich in die 
Mahnung zusammenfassen: Wer den Wahrscheinlichkeitsquotienten 
ansetzt, der sehe sich vor, dafs auch das BEBNOULLische Gesetz der 
grofsen Zahlen, der Ausdruck des gesunden Verstandes, zu seinem 
Recht gelangen kann. 

Im einzelnen braucht man nicht alles hinzunehmen , was jene 
beiden uns bieten; darin haben sie aber mit Stuart Mill unzweifel- 
haft recht, das Segel an mehreren Stellen zu befestigen. Die 
Theorie, welche sich mit Denkmöglichkeiten begnügt, hat freilich 
weder Segel noch Schiff lein nötig; sie entfaltet ihr Banner und läfst 
es im Winde spielen. 

Das BsBNOULLische Theorem kann aufgefalst werden als eine 
Konsequenz unserer Festsetzungen, und wenn es sich nun bis 
auf die exakte Behandlung im gemeinen Verstände vorfindet, so 
ist das eine Bestätigung dafür, dafs unsere Annahmen und De- 
kreturen nicht zu fSdschen Folgerungen innerhalb unseres Schluls- 
verfEÜirens geführt haben. Den Inhalt des Satzes, soweit er ohne 
weiteres einleuchtet, zum Ausgangspunkt der Definition des 
mathematischen Wahrscheinlichkeitsb^^ffs zu machen, wider- 
spricht zwar dem historischen Gang der Disziplin , ist auch wohl 
unzweckmäfsig, aber wer diesen Weg gehen wollte, mttlste von 
dem Vorwurf der Verkehrtheit freigesprochen werden« Der nu- 
merischen Wahrscheinlichkeit des Einzelfalls entspricht im Ge- 
schehen nichts, aber die Gewilsheit der realen Möglichkeit aller 
Fälle garantiert die Verwirklichung eines einzigen; der Quotient 
figuriert in unserem Urteil, in dem wir ihn als Prädikat aussagen; 
welche Erwartung wir aber an dies Urteil knüpfen « läCst sich nur 
individuell bestimmen« Man kann mit diesem Quotienten eine Wette 
auf billige Weise regulieren, aber eben die K(^chkeit der Wetten 
beweist, daCi verschiedene llenschen auch bei verschiedener WiUir- 
scheinliehkeit zweier entgegengesetzten Ereignisse die Erwartung 
hegen zu gewinnen. Gleichviel^ wie der Einsatz abgestuft wird, 
wer i^elt oder wettet, d«r erwartet auch den Fall, an den sich der 
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Gewinn knüpft. Die Erwartung ist ein komplizierter Zustand ifli 
BewTifataein, von dem unser praktisches Verhalten ebenso wie unser 
urteil in der mannigfaltigsten Weise beeinflufst sein kann. Man 
thut gut, sich auf daa Gebiet der relativ einfacheren Prozesse iflj 
Denken zu beschrHnken. Spricht man von einer „vernünftigen i 
Wartung", so spielt man den Begriff von dem psycbologiechi 
Gebiet in die Sphäre des Verstandes hinüber. Wer etwas ■ 
nlinftigerwoise erwartet, der hat ein Urteil gebildet, an das sich d 
Überzeugung knüpft, dafs demselben ein Verhalten sich adtttjui 
erweisen werde. Diese Prävaleuz des Verstandes in der Erwai 
zu fördern, ist eine Aufgabe der Wahraeheinlichkeiterechnung md 
allein, sondern der wissenscliaftlicben Methoden überhaupt. W^ 
etwas erwartet, das mit der Wahrscheinlichkeit | verbunden ist, 
weifs, dafs von sechs möglichen Fallen nur einer gegen ihn ist 
Er ist gegenüber dem andern Spieler, der auf den andern Fall ge- 
halten bat, im Vorteil, aber nicht seine Erwartung wird durch den 
Bruch f gemessen , sondern die Chancen und unbekümmert um 
unsern gewöhnlichen Sprachgebrauch, der das W^irken in die üi^ 
aache selbst hineinlegen möchte, weil von den sechs abzählbai 
Ursachen fünf fUr ihn sind. Oder ist der zu Boden fallende Ste 
der eine Scherhe zertrümmert, die Kugel, welche den Tod bringj 
die Lokomotive, welche den Train fortbewegt, sind alle die Objekts 
welche an einem Geschehen insoweit beteiligt sind, als die« da 
sie überhaupt nicht möglich wHre, nicht in die kausale Auffassui 
mit einzubeziehen ? 

In diesen realen, in der Kausalität wurzelnden Gnuidlagen 
liegt die objektive Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, ab« 
eben weil diese Grundlagen ein verschiedenes Geschehen offen laasra, 1 
kommt aus der Benennung „der Starke des Grundes" mit einemj 
Quotienten noch kein Mafs heraus, nach dem wir einen einzeln«! 
Fall „vernünftigerweise" erwarten dürfen oder nicht. Das erat« 
dürfen wir nur, wenn wir ein sicheres, eindeutiges Verhalten I 
stimmt haben , und auch dann ist uns das Nächstfolgende im Ytf 
laufe der W'elt nicht, sondern nur formal in unserem richtig« 
Gedankengange gewährleistet. Jene Benennung wäre mit all iUi 
objektiven Daten völlig leer, wenn wir nicht, und das gane unsl 
hSngig von unseren Benennungen, Definitionen und Reohnungol 
von vornherein eben auf Grund der Daten die Überzeugung hi(tt6 
dafs z. B. beim Würfel die sechs Chancen sich etwa in gleieh«! 
Verteilung Geltung verschaffen werden, um keine Mifsdeutung ha 
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'enn wir nicht die Überzeugung hätten, dafs der 
populäre Inhalt des BERNonLLiBi:hen Satzes auch für das wirkliche 
Geschehen Geltung hiltte. Diese Geltung mag auch nur darin be- 
stehen, dafs uns das Wahrscheinlichste eben darum auch das Be- 
greiflichste ist. Die Einzelvorgänge, and das ist jeder Wahrschein- 
lichkeit a priori eigen , dürfen nichts potentialiter Unerklärliches 
enthalten. Die Kräfte, die innerhalb des Spielraumes, den wir dem 
Geschehen belassen, sich entfalten, müssen mindestens ihrer Wirkungs- 
weise nach sicher bekannt sein. „Reine Wahrscheinlichkeitsangabe, 
auch die Bbbnoullis nicht, will sagen, was geschehen wird" '), aber 
der Inhalt des Bern oulli sehen Satzes will doch für den Fall, dafs 
etwas an sich nach verschiedenen Richtungen Unbestimmtes wirklich 
eintritt, voraussagen, wie es ungefähr geschehen wird, Fries und 
CoüBSOT haben dorn Gesetze der grofsen Zahlen „objektive" Be- 
deutung und seinen Aussagen die Qualität der Vorausb es timraun gen 
von Durchschnittszahlen zugesprochen; man mag nun über die 
Terminologie mit ihneu anderer Meinung sein, so hätte Stühfp jene 
citierten Worte gegenüber dem „einzigen deutschen Philosophen, 
der in der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts der Wahrschein lich- 
kmlsrechnung eingehendere" — und wir meinen aehr wertvolle, 
wenn auch leider tiefere Spuren nicht zurücklassende — „Beachtung 
schenkte", wohl veiineiden können, Dafs Fries weit entfernt war, 
irgend welche Prophezeiungen für möglich und beabsichtigt zu 
halten, beweist sein Buch, und was man ihm entgegenhält, gemahnt 
an eine Bemerkung Lichtenbergs in Sachen D'Albmbebts: 

„Freilich dem Herrn D'Ai,emsert solche Gründe entgegen- 
zusetzen, kommt mir nicht viel besser vor, als einem gelehrten 
Verteidiger der Dreieinigkeit die Beweise der Multiplikation ent- 
gegenzuse tzen . " 

Wir möchten die Definition des Begriffes nicht an das Gesetz 
der grolsen Zahlen anknüpfen, wir glauben auch nicht, dafs mau 
Erklftiningsversuche für das Zufallsspiel und seine Resultate ein- 
schliefslich der Versuche von Bdffon, Wolff und Jevons nötig 
hat, indessen scheint ea uns geboten, fUr den Gebrauch der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung im Sinne von Fries und Cournot als ex- 
perimentum crucis zu empfehlen: Man prüfe immer erat, ob die 
Beatimmung angesichts des BERMoDLLiacfaen Satzes noch einen Sinn 
behält oder nicht. 
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Die logische Theorie und das Gesetz der grofsen 

Zahlen. 

Die Bezeichnung des BEBNOULLischen Satzes als eines Gesetzes 
ist vielfach angefochten worden. Nicht mit Unrecht, denn im Ge- 
biete des Wahrscheinlichen kann es nur Vorschriften geben, sagen 
wir Ton regulativer Bedeutung. Wer sich ihnen nicht fügen will, 
der läfst es eben bleiben. Dafs man nicht in die Zukunft schauen 
kann, ist glücklicherweise richtig, wenn auch nicht allgemein an- 
erkannt Aber der abstrakte Mensch, der immer nur handeln 
wollte, wenn er des Erfolgs sicher wäre, der mülste wirklich nichl^ 
wie der BuBiDANsche Esel, der nach Windelband nur in der Meta- 
physik verhungert, des Todes sterben, sondern als ein Schema des 
reinen Verstandes den Lehrbüchern der Logik als Titelkupfer bei- 
gegeben werden. Er würde nicht sterben, weil er nicht gelebt hat^ 
so wenig wie der „mittlere Mensch", den wir den Festsetzungen 
der Statistik glauben sollen. Im Getriebe der Wirklichkeit gilt der 
Satz des Bebnoulli, aber nicht, weil er ihn bewiesen hat, und auch 
mit dem Beweis wird er uns nicht einmal um ein Haar durchsichtiger, 
als es sein Inhalt ohnedies ist Bebtband fabt sich sehr kurz: 

„S'il pleut un jour entier sur la place du Carrousel, tous 
les pav^ seront ^alement mouill^s. Sous une forme simplifiäe 
mais Sans en rien retrancher, c'est le thtoröme de Bebnoulli.*^ 
Wie kann eine solche Binsenwahrheit Anspruch auf den strengen 
Titel eines Gesetzes erheben? 

Wir glauben gezeigt zu haben, dafs in dem künstlicheu mathe- 
matischen Aufbau die Gedanken des Alltags sich verknüpft finden, 
aber alle seine in Formeln gefafsten Sätze sind ebensoviele Gesetze, 
wie die einfache Relation 

(a+ b) (a + b) = aa + J^ab + bb 
ein solches darstellt Nur der Sinn der Rechnung, die Inter- 
pretation und der Einflufs, den wir ihr fttr die Beurteilung zu- 
gestehen, lassen es berechtigt erscheinen, die Bezeichnung „G^setz*^ 
als eine lediglich historische hinzunehmen, wie wir etwa von latenter 
Wärme sprechen und auch sonst wohl veraltete Bezeichnungen 
weiter fUhren. Die Objektivität seines Inhalts liegt in dem, was 
wir notwendig denken müssen, die Kongruenz mit den Maximen 
des gesunden Menschenverstandes in der zweckmäfsigen Wahl eines 
Mafsstabs, der leistet, was man von ihm erwartet hatte. Der Satz 
ist eine Regel, die doch wohl nicht aus dem Gebiete der Objek- 
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tiTit&t herauatritt, weil ßie ihrem ^\^eaen gemäfs AusDahmen zuläfst, 
und zwar Ausnahmen, die W-i Erfillluiig der objektiven Voraus- 
setzungen im praktischen Gebrauch ebenso selten sind, wie die oft 
^ausamea Kuriositäten in der Natur. 

Jener Satz von Bebnoulli zählt in der komplizierten Weise, 
die der Gegenstand verlangt, Möglichkeiten. Den Fällen, welchen 
eine relativ hohe Zahl zukommt, sprechen wir auch eine gröfsere 
Frequenz zu, wenn wir ihnen zur Konkurrenz mit allen anderen 
verhelfen. Das schien uns der Grundgedanke der Disziplin, die 
ein Geschehen voraussetzt, fUr das uns ausschlierslich eine gewisse 
xahlenmilliiige Bestimmbarkeit und aufserdem gegeben ist, dafs die 
Vorgänge völlig gleichartig sind, so dafs die begriffliche Abstraktion 
nur vor den individuell verschiodenen , nach unserer Vorschrift 
charakterisierten Thatsachen Halt macht. Es ist uns gleichgültig, 
welche schwarze Kugel zum Vorschein kommt, oder wir numerieren 
und verlangen eine fest bestimmte; wir fragen nach einer Reihen- 
folge oder sehen nur auf das Verhältnis der Einzelereignisse, wir 
geben auch diese Anforderung auf und lasseu nur einen Spielraum, 
der jenes Verhältnis in gewisse Grenzen bannt. Kein Wunder, dafs 
in dem Mafse, in dem wir unsere Anforderungen herabsetzen, auch 
die Wahrscheinlichkeit zunimmt, dafs sie auch erfüllt werden. Alle 
diese Veränderungen der Aufgabe haben ihre Analoga in rein 
logischen Operationen und erinnern an die Beziehungen, welche die 
Umfanga Verhältnisse der Begriffe regeln. Nur genügten uns die 
rein logischen Verhältnisse nicht, weil wir nicht mit den Einheiten, 
die unsere Abstraktion in voller Freiheit schaffen kann, etwas he- 
ia jeehnen konnten, das nicht wieder Einheiten derselben Art in sich 
^toweinigt hätte. Wir verlangten quantitative Bestimmungen von 
Hbder an Objekten, die sich mathematisch und physikalisch bis auf 
^^ die für das Geschehen festgesetzten, für dieses unwesentlichen Merk- 
male vertreten können. Und von den Operationen selbst verlangen 
wir jene Indifferenz, die wiederum der begrifflichen Fixierung keinen 
AnlaTs gieht, Unterschiede zu machen. Vom Würfelspiel läfst sich 
alles abstrahieren, was verlangt wird, während die Kugelbeispiele 
fär alle möglichen Mudiükationen in den Aufgaben sich besonders 
Hgeeignet zeigen; aber sie verlangen bestimmte, zahlengemäfs deut- 
^Btare Voraussetzungen. 

^f Wir geben vollständig zu, dafs eine Übereinkunft auf anderen 
Qntudlagen möglich ist; nur dafs sie die historisch vorliegende wäre, 
stellen wir in Abrede. Wir haben nicht zu fragen, was man mit 
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einer andern etwa anfangen könnte , sondern wie sie sich zu dem 
Begriffe verhält; den sie dem alltäglichen Leben entnimmt, und 
dessen von Niemand bestrittene Fähigkeit, graduiert zu werden, sie 
veranlaCst, ein Mafssystem aufzustellen. 

Gegen Siowabt^) bestreiten wir, dab mit dem disjunktiven 
Urteil, auf das unsere Kenntnis eingeschränkt ist, die „Schätzung 
der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Möglichkeiten^ beginnt, eben 
weil wir seine Worte: 

„Führt die Entwicklung einer bestimmenden EVage nur zur 
Aufstellung eines disjunktiven Urteils, ohne dals die Möglichkeit 
vorläge, aus diesem zu einer Entscheidung zu gelangen, so bleibt 
die Untersuchung zunächst vor einer Frage stehen, die unlösbar 
ist; die eigentliche Deduktion hat ein Ende, und das Denken 
kann nur die verschiedenen Möglichkeiten übersehen, ungewifs, 
welche derselben gilt" 
in Verbindung mit den vorhergehenden 

„Schlüsse aber auf die relative Häufigkeit des wirklichen Ein- 
tretens der einzelnen Möglichkeiten nach dem Mafse ihrer Wahr- 
scheinlichkeit sind nur dann zulässig, wenn sie sich auf bestinunte 
Voraussetzungen über die Bedingungen dieses Eintretens stützen 
können — ** 
vollständig anzunehmen uns gezwungen finden. 

Wir sind in einer auch zahlengemäfs nicht zu behebenden Un- 
gewifsheit und verbleiben in derselben, wenn wir nur die Disjunk- 
tion haben. Diese Disjunktion, so behaupten wir, giebt uns keinen 
gröfseren Anhalt zur „Schätzung der Wahrscheinlichkeit", ob sie 
zwei Glieder oder deren eine Million enthält, wenn wir nicht die 
Möglichkeit haben , einen Schlufs auf die relative Häufigkeit der 
Fälle zu ziehen. Es ist schwieriger, unter einer Million von 
Möglichkeiten das Richtige zu erraten, als unter zwei disj unkten 
Fällen den zutreffenden auf gut Glück zu bezeichnen; das geben 
wir zu. Aber wer sagt uns, dafs jene zwei Glieder nicht eine 
Million der einen Art und nur einen einzigen Fall der andern re- 
präsentieren? Jene Ungewifsheit wird durch quantitative Be- 
stimmungen der Prädikate nicht beseitigt, aber sofern diesen ein 
Einflufs auf das, was geschieht« zugesprochen werden kann, beginnt 
die Möglichkeit nicht einer .Schätzung der Wahracheinlichkdt', 
s\>nderu einer Beurteilung nach zaUenm&fiugen Gründen, denen 

»^ lA^ik II S. 27a 
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leasovlel Chancen fUr und wider das Ereignis entsprechen, als in 
■ Disjanktion angegeben werden. 

Wir schätzen nicht die Wahrscheinlichkeit, sondern diese 
Wahrscheinlichkeit ist die Scliätzung selbst. Erat wenn wir die Wahr- 
scheinlichkeit als etwas logisch völlig Beatimmtea definiert haben, 
könnte von einer Schätzung derselben die Rede sein, sofern in 
den Daten ein weiterer Mangel liegt, der auch eine exakte Wahr- 
scheinlichkeitsaussage verhindert. 

Dafa beim disjunktiven Urteil „die Zahl der Disjunktions- 
glieder eine entscheidende Rolle spielt", kann allerdings die Mög- 
lickkeit der mathematischen Behandlung nahelegen. Aber, wird man 
fragen, welche Rolle spielt denn diese Zahl der Disjunktionsglieder 
überhaupt? Unser Nichtwissen hat einen andern Charakter, je 
nachdem wir über 2,3,4 Möglichkeiten im Ungewissen sind, er- 
fahren wir bei SiuwAKT. 

Rolle und Charakter sind sehr allgemeine Bezeichnungen; sie 
werden erläutert durch die Definition: „Sicherheit, mit der wir die 
Wahrheit einer bestimmten (Möglichkeit) erwarten dürfen", auf 
welche eben die Zahl der Disjunktionsglieder von EinäuTs ist. Die 
sich an sei ili eisende Definition jener „Sicherheit", d. i. der Wahr- 
scheinlichkeit — , dafa unter der Voraussetzung A das Prädikat JB, 

eintrete, erläutert nun, dafs dieser letztere Ausdruck nichts anderes 
»t, „als dafs ein disjunktives Urteil mit « Disjunktionagliedem 
Mteht, deren eines JS, ist, von der Form: 

Wenn A ist, ist entweder Bj oder B^ oder B« " 

Die Voraussetzung, dafs kein Grund vorliegen dürfe, welcher 
. das eine mehr als das andere erwarten läfst, haben wir an 
gaderer Stelle als eine unmögliche zurückgewiesen. Wo nur eine 
togische Disjunktion vorhanden ist, liegt immer ein kritischer Qrund 
vor, die gleiche Berechtigung der Prädikate .B,, B^ B, zu be- 
zweifeln. 

Was zur Anerkennung dieser Definition verleiten kann, ist 
folgendes. Es iat eine lediglich psychologische Thatsache, dafs 
uns die Wahl schwerer wird, wenn die Zahl der gleichen Objekte, 
die zur Auswahl stehen, steigt Wird sie hinwiederum sehr grofs, ao 
wird uns das Aussuchen gleichgültig, da die Möglichkeit der besten 
Wahl mit offenen Augen gegenüber ununtersc he id baren Objekten 
r weniger wahrscheinlich wird, und wir greifen wohl blindlings 
: and das selbst dann, wenn von der Wahl Wichtiges abhängt. 

midi, Wii]iwbeiiiliDhl(ElUr<>vbauag. 12 
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Diesem pejchologiBchen Verhalten liegt nicht sowohl ein Ic^i!^ 
Argument zugrunde als Tielmehr die Erwartung, es kOune imineS 
noch ein Moment für uns erkennbar werden, das die Bevorzugunj 
dieses Gegenstandes, oder was es auch sei, vor allen anderen i 
annehmbar machte, eine Hoffnung, die wir mit wachsender Zahl 
aus leicht ersichtlichen Motiven ganz aufgeben. Wissenachaftlicb 
hat nun die Wahl unter verschiedenen Möglichkeiten , von denei 
eine zutrifft, die anderen aber mit ihr gleich gewifa und gleich 
gewifs erscheinen, ganz und gar keine Bedeutung. Praktisch i 
sie die Domäne der Wette und des Spiels, aber auch hier crlcida 
die zufällige Wahl noch mannigfache Ablenkungen , während 
Leben der Wille und die Entscheidung des Urteils „einer bis i 
Unendliche empfindlichen Wage zu vergleichen ist, die, auch sehr sta 
auf beiden Seiten beschwert, noch auf den kleinsten Gewicbtazui 
einen Ausschlag giebt" (Windelband, Die Lehre vom Zufall. S, ' 
Wenn nun eine Disjunktion wie die obige vorliegt, so ist 9 

richtig, zu sagen : es ist — wahrscheinlich, dafs irgend ein Mei 

das zutreffende Prftdikat errät; der Zufall liegt hier im Erraten, 
im sich selbst beurteilenden Subjekt, dem ja völlige Freiheit ge- 
währleistet ist. Jede Möglichkeit, die man mit einschliefst, macht es 
in der That minder wahrscheinlich, dafs man das Richtige trifft, und 
der, wir vermögen nicht mehr zu sagen urteilende, sondern der hasar- 
diereude Veratand wird zur Urne, aus der richtige und unrichtige 
formale Sätze gezogen werden können. Eis bedarf keines Hinweises, 
dafs die Theorie der Zeugenaussagen und richterlichen Urteile siiA 
zuerst dieser „objektiven Voraussetzung" eines konkaven Verstand« 
bedient hat. Das Prinzip der Spielräume ist bei dieser Auffassung 
vollkommen gewahrt, wenn wir auch behaupten möchten, da(s es 
seinem Urheber, da er die Messung psychischer GrOfsen leugni 
dadurch verleidet werden könnte. 

Ob SiowABT unsere Deutung gutheifsen wird, wissen wir nii 
wie wir auch nicht zu beurteilen vermögen , ob wir angesichts 
Urncnbeispiels mit unbekannter Mischung schwarzer und weife 
Kugeln seine Worte; 

„Jede gezogene Kugel ist entweder weifa oder schwär: 
und die Wahrscheinlichkeit, eine weifse zu ziehen, ist 
für unsere Ansicht in Anspruch nehmen dürfen. Denn unsere Ini 
pretation gilt in der That nur für den Fall, dafs ein einziges 
geraten wird. Dann wird auch nach einmaliger Probe das du- 



1 



Von Gentti der großen Zahlen. 



179 



junktive Urteil belanglos und giebt zu weiteren Erörterungen nicht 
den geringsten Anlafs. Ea aagt ja weiter niclits aus, als dafa ein A 
entweder ein Bj oder Bg ■ ■ ■ oder B„ ist, und wenn wir darüber im 
klaren sind, so fUUt es zusammen. Wir haben naeh seiner Form 
und der Sache, die zu beurteilen ist, in der That den Fall der An- 
wendung auf eine einzelne Thataache, und vielleicht sind die An- 
schauungen von Fbies und Cournot, dafe hier nur eine subjektive 
Bedeutung vorliege, von keinerlei objektivem Wert die Rede sein 
kiinne, doch nicht ho ganz unbegründet gewesen. Wir würden in 
SiowAHTs Beispiel nicht sagen, die Wahrscheinlichkeit, eine weifse 
Kugel zu ziehen, sei \, denn diese hängt davon ab, was von den 
Kugeln vorausgesetzt werden konnte, sondern die Wahrscheinlich- 
keit, den nächsten Zug zu erraten, ist \. und würden noch aU 
dritte Aufgabe für möglich halten, die Wahrscheinlichkeit dafür 
anzugeben, dafs richtig geraten wiid, eine zusammengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit, für welche wiederum Vorftuasetzungeu über die Kugeln 
notwendig sind. Diese »ubtilen und fast pedantischen Unterschiede 
entsprechen thatsächlich der ganzen Feinheit des Instruments, das 
auf die geringsten Abweichungen zu reagieren imstande ist. Bei der 
Unterscheidung der Wahrscheinlichkeit, einen Fall zu erraten, 
von der andern, dafs er sich ereigne, ist dem disjunktiven Urteil 
sein volles Recht widerfahren. Es sagt nur aus, dafs ein Fall zu- 
triSit; dafs die anderen auch nur möglich sind, liegt nicht in seiner 
Setzung, wenn ich nicht hypothetisch oder thatsächlich einen Sach- 
verhalt zu Grunde lege. Die gleiche Wahrscheinlichkeit seiner 
Prädikate kann nur auf zahl enmäfsiger Grundlage behauptet werden. 
Und in der That substituieren wir die Disjunktion: „Wenn A rät, 
go kann er nur richtig oder falsch raten", und dabei Ist festzuhalten, 
dafs auch der Gegenstand der Aussage immer derselbe bleiben 
mufs, wenn der Beb nüulli sehe Satz in Anwendung kommen soll. 
Es wäre wunderbar, wenn eine grofse Anzahl von Personen schwarz 
oder weifs raten soll, und nicht nahezu die eine Hälfte fiir 
eine zu zahlen wäre. Man steht, dafe man hei konsequenter 
itellung weder zu unzuträglichen Resultaten geführt wird, 
ih dafs auf die Anwendung der allgemeinen Methoden auch in 
einem einzigen Falle verzichtet zu werden braucht. Für den ein- 
zelnen Fall sagt der Wahrscheinlichkeitsquotient nichts, was nicht 
objektiv festgestellt werden kann, und dafs irgend Jemand ja oder 
nein, schwarz oder weifs sagen kann und wird, war vorausgesetzt. 
Wie er sich entscheidet, steht in seinem Belieben und ist belanglos 
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ftlr irgend ein Ckscheheii; aber von Bedeutung ftür die Aufgaba 
Braucht man nun zu jenem Urteil, dafs von einer groüaen Zahl von 
Personen sehr wahrscheinlich die eine Hälfte ja sagt , ein Prinzip 
der Spidriume? v. Ejues betont wiederholt dessen subjektiven 
Charakter , und es hat auch wohl keinen grofsen Wert, um Worte 
au streiten. Zu unterdrücken ist aber die Frage nicht: ^Was ist 
ein Primdp von subjektivem Charakter?^ Ist das ein Prinzip, das 
nur für den Einzelnen gilt? Dann könnten wir ihm auch die Be- 
deutung einer allgemeinen PolizeimaiBregel nicht zusprechen. In 
der That ist es nichts anderes als eine Umschreibung, wenn nicht 
eine Spezialisierung der allgemeinen Anforderungen, die von der 
Disziplin nach ihren Definitionen seit jeher gestellt, wenn auch 
nicht inmier innegehalten worden sind. Und diese Anforderungen 
sind durchaus objektiver Natur, wie alle Urteile, die wir innerhalb 
der Disziplin fkUen. Was der gesunde Menschenverstand mit Jeder- 
mann plausibler Begründung zu erwarten berechtigt ist, sollte man 
nicht subjektiv nennen, es sei denn, dafs der Verstand selbst etwas 
Subjektives genannt werden müfste. Auch Sigwabt betont den 
^lediglich subjektiven Charakter der Grundlagen der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung^. „Sie miüst nichts als den Grad der Erwartung, 
den ich auf Grund eines disjunktiven Urteils haben kann, 
das die Zahl der sich ausschliefsenden Möglichkeiten angiebt, die 
fUr den Stand meiner Kenntnis vorhanden ist, das sich aber sofort 
ändern kann, sobald meine Kenntnis eine genauere wird/ 

Ist ein richtig gebildetes disjunktives Urteil subjektiv oder ob- 
jektiv? Eben dieses disjunktive Urteil ist doch wohl die Grund- 
lage nach seiner Theorie. Und dafs sich das Wahrscheinlichkeits- 
urteil ändert, wenn sich meine Kenntnis ändert, ist keine seiner 
Besonderheiten, sondern gilt von jedem Urteil, sofern es nicht etwas 
ausspricht, dessen kontradiktorisches Gegenteil unmöglich ist. Wenn 
Jemand eine geladene Schufswaffe abdrückt, war dann sein Urteil, 
welches den gewöhnlichen Erfolg aussagte, subjektiv oder objektiv? 
Ändert an dem objektiven Charakter des Urteils die Thatsache 
etwas, dafs der Schufs versagt? Wenn man im täglichen Leben 
(las nur mit hoher Wahrscheinlichkeit Geltende ak sicher aussagt, 
MO würde die Pedanterie, diese Einschränkung immer wieder zu 
betonen, langweilig, aber die Aussagen würden nicht an Objektivität 
einbülsen, sondern gewinnen, und umsomehr, wenn wir die ein- 
schränkenden Möglichkeiten der Zahl nach anzugeben vermöchten. 
Wenn aus 1000 Kugeln, von denen 999 s und nur 1 «9 ist, eine 
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gezogen werden soll, so sagt Jedermann voraus, dafs eine 
s geeogen werden wird — vielleicLt mit gröfserem Recht, als man 
den Erfolg buim Abdrücken des Gewehrs vorhersagt. Von unserem 
Urteil giebt es überhaupt keine Brücke zum Geschehen, und Er- 
kenntnisurteile sind dann objektiv, wenn sie richtig sind, d. h. 
wenn derselbe Inhalt einem jeden Verstand den Anlals zu derselben 
irknüpfung der Begriffe giebt. 
Der allgemeine Standpunkt der SiowABTScken Lehre ist nicht 
unsere; gleichwohl bietet er uns keinen Anlals, ihn mit dem 
Inhalt des BsiiNOULLischen Satzes zu messen. Allerdinga wird nach 
SiowART der rein subjektive Charakter der Wahrscheinlichkeit da- 
durch nur „verhüllt", dafs die Beispiele aufaer dem disjunktiven 
Urteile noch ein weiteres Wissen enthalten, wie beim Würf'el alles, 
was wir von diesem auf den Erfolg schliefsen und aus Erfahrung 
wiasea; aber ihm erleidet doch keinen ZtiTeifel, „dafs fUr solche 
Fälle die Wahrscheinlichkeitsrechnung einen bestimmten Boden be- 
kommt, der ihren Ergebnissen eine besondere Bedeutung sichert". 
Minder bestimmt, aber dem Wesen nach findet sich hier der Unter- 
ied , welcher von E^iks und Coubnot zwischen der Beurteilung 
einzelnen Falles und den Schlüssen auf die relative Häufigkeit 
das wirklichen Eintretens der einzelnen Möglichkeiten nach dem 
Mafse ihrer Wahrscheinlichkeit aufgestellt wird. Jene trennen 
terminologisch, was ihnen wesentlich zusammengehört; Siowart 
bringt unter einen Terminus, was ihm selbst dem Wesen nach ver- 
nohieden erscheinen müfste. 

i Wie ist es nun möglich, dsls man Schwierigkeiten hat, den von 
«ns behaupteten Unterschied im Urteil zu bemerken? Wenn Siowabt 
sehr zutreffend lehrt, dafs mit der Aufstellung des disjunktiven Ur- 
teils „die eigentliche Deduktion" ein Ende hat, so möchten wir 
meinen, dafs verstandesgemäfa, und d. h. doch wohl objektiv nichts 
weiter zu erreichen ist, und dafs die sich anschliefsenden Fragen 
nur lauten können: Wie hat sich der Mensch gegenüber den 
Prädizierungen des Urteils, die sich ausschliefsen, und von welchen 
eine zutreffen mufs, und deren übrige zwar a priori möglich waren, 
von denen aber ebensowohl gelten köunte, dafs sie thatsüchlicb als 
anmöglich sich erweisen, zu verhalten? In Wissenschaft und Leben 
ist mit der Aufstellung des disjunktiven Urteils sehr häuhg eine 
erste Aufgabe gelöst. Nun gilt ee, nach weiteren Merkmalen zu 
suchen, die MlJglichkeiten zu reduzieren, um so dem Zutreffenden 
immer näher zu kommen. Darf dies Verfahren, das fUr unsere 
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Betrachtungeu nach den Vorausetzungen auageschlossen Ut, das is 
der geringeren Zahl von DisjunktionagHedem einen FortBchritt aieh^ 
den Grund für die Maxime geben: je weniger Glieder, um U 
wahrscheinlicher ist ein jedes einzelne? Erstens übersieht man dlt^ 
bei, dala eben jener Fortschritt ein relativer ist, der von Diüjunktioft 
zu Disjunktion eine ganz andere praktische Bedeutung haben kann. 
Und zweitens täuschen uns die Fälle, in welchen thatsächlich die 
WahrBcheinlichkeit, ein Prädikat zu erraten, zur Beurteilung steh^ 
und jene, die sich auf das adäquate Ereignis beziehen, welches du 
Prädikat in unserem Urteil auslösen würde, die Möglichkeit einw' 
absoluten Bestinunung von derselben Bedeutung für beidt> 
Fälle vor. So löst sich der Gegensatz in der Würfelaufgabe, de&l 
wir von Stumpf und Elsas konstatiert haben (s. o. S. 70). Sii\ 
scheinen daaselbe zu meinen , aber in Wirklichkeit beurteilt 
die Wahrscheinlichkeit, dals die Sechs fallen werde, während StukpT 
nur behaupten kann, dafs man dafür, unter sechs disjunkten Fjtllea 
den richtigen zu treffen, die WahrsL-heinlichkeit ^ setzen müsse. 

Das lotteriemÄfäige Verfahren, welches wir zuweilen kun 
als Bedingung vorgeschrieben haben, enthält durchaus objektiv 
Merkmale, und wenn sie alle in negativer Form sich aaasprecfaSB'j 
lassen, so scheint mir doch auch der mathematische Fuokt an aeii 
Objektivität nichts einzubUfsen, wenn er diese Eigenschaft mit 
Begriffe dos objektiven Zufalls teilt, wie man alle jenen syatemi 
sehen Vorkehrungen des Spiels wohl nennen könnte, wofern 
die Befürchtung überwindet, mifsv erstanden zu werden. Di 
Zufall ist ein Ideal, das nicht zu verwirklichen ist; ein VerhaltaOii 
bei welchem wirklich die Bedingungen, an die für uns die Ä 
der Quotienten geknüpft sind, zu ausschliefslicher Geltung käm< 
bei dem also die sechs Seilen des WUrfels in ii^end einer 
Ordnung geworfen werden müfsten, würde olle Merkmale des Be« 
griffes „Zufall" wieder auflösen und das ganze Problem uimflrig 
machen. Wir würden wieder eine Mechanik des Zufalls statuieren, 
die es nicht geben kann, und wenn Poevost und Lhuilieb di« 
„cm ^gatement possibles" auf ein solches Ideal sttitzen, das sie 
Prinzip unter der Firma „hypoth^se stach astique" mit den Woi 

„Lorsqu'en vertu d'une certaine d^termination des cauMi^ 
plusieurs äv^nements nous paraissont ^galement possibles, tioa« 
feignons que toua ces äv^nements ont liou succesivetDeat toor » 
tour et Sans räpätition'' (Memoiren der Berl. Akad. 1796) 
einführen, so braucht man nicht vorangenommen zu sein, um 
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TOQ ihnen behauptete ^vollkommene KoiDcidenz" mit den Bebnoulli- 
schen Betrachtungen über die Teilungsregel und ihre Beziehungen 
zur „matliematischen Hoffnung" zu bestreiten. Aber wichtig war 
mir der Oedankengang, der zu dieser extremen Fiktion geführt hat. 
Die Existenz der Kugeln ist ei nnen fällig ; sie sind alle da, so dafa 
man sie ziehen kann; die durch Kombination gezählten Fälle des 
Würfelspiels sind nur erschlossen. Die 36 Fälle, unter die ein 
zweimaliges Würfeln im individuellen Falle sich einreihen läfst, soll 
man so ansehen, als wenn sie wie jene Kugeln wirklich vorhanden 
und wir nur ungewifs wären, welchen Fall wir von den vorhandenen 
greifen. Sie wollen una schematisch begreiflich machen, was unser 
durch die Anschauung gestutztes, begriffliches Denken im Grunde 
mühelos leistet, und was wir überall voraussetzen. Die Kombinationen 
dürfen nicht nur an logischen Elementen vorgenommen werden, sondern 
ihnen selbst raUssen auch real mögliche nachweisbare Fälle entsprechen. 
Dann erst können wir jenen Quotienten eine Bedeutung beilegen, 
nach welchen sich unsere Erwartung vernünftigerweise richten darf. 
Vielleicht irren wir nicht, wenn wir hier hinreichenden Grund zu 
haben vermeinen, an die Worte Kants zu erinnern: „Hundert wirk- 
liche Thaler enthalten nicht das mindeste mehr als hundert mög- 
liche. Denn da diese den Begriff, jene aber der Gegenstand und 
dessen Position an sich selbst bedeuten, so würde, im Fall dieser 
mehr enthielte, als Jener, mein Begriff nicht den ganzen Gegenstand 
und dessen Position an sich seihst bedeuten; so wUrde, im Fall 
dieser mehr enthielte, als jener, mein Begriff nicht den ganzen 
Gegenstand ausdrücken und also auch nicht der angemessene Be- 
griff von ihm sein. Aber in meinem Vermögensstande ist mehr bei 
hundert Thalern als bei dem blofsen Begriffe derselben (d. i, ihrer 
Möglichkeit)." Für Bankiers hätte Kant diese Worte nicht zu 
schreiben nötig gehabt, aber den Philosophen sollten sie hinreichende 
Belehrung geben, damit sie auch dem Schein wehren, als könne 
das disjunktive Urteil allein eine Wahrscheinlichkeitsaussage stützen. 

fenn von 10 Gliedern 9 unmöglich sein können, welchen Sinn hat 
dann, auszusagen, die Wahrscheinlichkeit eines der Prädikate 
bis Pf habe die Wahrscheinlichkeit y*^ ? 
STüJiPr ist wohl der einzige Schriftsteller, welcher die Lehre 
vom disjunktiven Urteil konsequent mit der Disziplin verknüpft. 
Erinnern wir uns, dals ihm das Wahrscheinlichkeitsurteil, ähnlich 
wie SiawABT, eine Folgerung aus einem disjunktiven Urteil in Ver- 
bindung mit einer zweiten Prämisse, der Anerkennung völligen 
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Nichtwissens über die einzelnen disj angierten Glieder, bedeutet, so 
werden wir gespannt sein, wie er uns die selbst aufgeworfene, sehr 
richtige Frage beantwortet: 

„Wie ist es nun möglich, aus einem Wahrscheinlichkeits- 
ansatz, wenn er nur unsere Unkenntnis in Bezug auf eine An- 
zahl koordinierter möglicher Fälle ausdrückt, mit Bebnoulli einei 
annähernd sicheren SchluTs zu ziehen auf die Häufigkeit eines 
Ereignisses in einer groJben Anzahl künftiger Fälle ?** 

Wir wollen versuchen, ihm Schritt für Schritt zu folgen. Nach 
einer kurzen Entwicklung der Gedanken, welche im BsBNOULLzschen 
Satze enthalten sind, erfahren wir zunächst, dafs dessen Aussagen 
unter die Definition fallen, wie sie in der Abhandlung gegeben ist 
Das kann nicht bestritten werden, denn wenn man mit irgend 
welchen Voraussetzungen in eine Rechnung sich einläüst, so können 
diese während derselben nicht entschlüpfen; wir geben ihm auch 
zu, dalB man aus den Formeln nichts herausliest, was man nicht 
hineingelegt hat, und sehen eben darum nicht ein, warum man das 
Theorem, wie Stumpf vorschreibt, als einen Satz der Kombinationslehre 
ausdrücken müsse. Soll denn nicht das, was hineingelegt wurde, 
auch darinnen verbleiben? Die Rechnungsoperation tritt ja völlig 
zurück und begründet nur das Resultat, das nach den verwandten 
Elementen zu deuten bleibt! Dafs der Ausdruck „Wahrscheinlich- 
keit^ hier wegen der populären Nebenbedeutungen Mifsverständnisse 
verursachen könnte, ist ja bei zutreffender Bestinmiung des aus 
„dem gewöhnlichen Leben entnommenen Begriffs^ gar nicht zu er- 
warten, und wenn auch die Rechnung durch den dunkelsten Tunnel 
(Uhrte, so wäre doch vom Resultat zu verlangen, dafs es, bei Licht 
besehen, jene populäre Bedeutung noch au&eigen könnte. 

Was die femer betonte „Irrelevanz aller zeitlichen Bestimmungen '^ 
angeht, so hatte schon Lightenbebo, um die vorausgesetsste Unab- 
hängigkeit der Fälle zu illustrieren, behauptet (Werke Bd. IX S. 32) : 
„Zwischen den einzelnen Würfeln läfst sich keine Verbindung 
denken; jeder Wurf ist ein erster von einer neuen Reihe, und 
seine Verbindung mit den vorhergehenden ist nur in unserer Vor- 
stellung; hätte man den nächsten Wurf 100 Jahre hernach und 
1000 Meilen von dem ersten Ort entfernt gethan, so würde die 
nämliche Verbindung unter ihnen gewesen sein; eine Sekunde 
oder 100 Jahre sind hier eine gleich starke Zwischenwand." 
Bei Stumpf finden sich ähnliche Betrachtungen, die sehr plau- 
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sibel Bind, aber wir waren sehr überrascht, im ADschlufa daran 
zu lesen: 

„HierauB erhellt nun recht deutlich, wie haltlos die versteckte 
Supposition irgend eines kausalen Einifusses der einzelnen Er- 
eignisse aufeinander iat, demzufolge die spateren gezwungen 
k würden, nach und nach Ordnung in die Reihe zu bringen, nach- 
dem sie die früheren allzusehr haben gehen lassen." 
I Die Unabhängigkeit der Fälle voneinander ist nicht still- 
kweigende, sondern immer ausgesprochene Voraussetzung in den 
Lehrbfichern. Gegen Lapläce kann sich die Bemerkung nicht 
richten, denn von ihm erzählt uns Stumpf die bekannte Anekdote 
jenes Vaters, der die Listen kontrolierte und aii-h über die vielen 
Knabengeburten ärgerte, die ihm, wie er meinte, die Geburt einer 
Tochter in Aussicht stellten. Auch den Mifsverstand der Lotterie- 
epieier, den Laplaoe tadelt, eine längere Zeit nicht gezogene Nummer 
mit Einsätzen zu bedecken, erwähnt Stumpf an demselben Orte 
(S. 118). Soll sich die Bemerkung gegen den unmittelbar vorher 
genannten Codknot') richten, so hatte dieser die ideale Unabhängig- 
keit in den Voraussetzungen der Beispiele geradezu in einer er- 
kenntnis kritisch nicht mehr haltbaren Weise auf das Geschehen in 
der Welt übertragen. „Es haben sich zwar gewisse Philosophen 
eingebildet, daf» alles in der Welt zusammenhänge, und dieses nach 
ihrer Art durch Subtilitäten oder Plaisanterien zu beweisen gesucht, 
ohne dafs sich jedoch der gesunde Menschen verstand dadurch irre 
leiten lälst; denn Niemand wird z. B. im Ernste daran denken, 
dafs er, wenn er mit dem Fufse auf die Erde stampft, seine Anti- 
poden oder das System der Jupiterstrabanten erschüttert " 

(CoüRNOT S. 62). Damit disputiert uns Cocrnot die Kategorie der 
Wechselwirkung nicht fort, die wir notwendig denken, aber nicht 
in unk ontro Her bare mikroskopische Verhältnisse zu verfolgen ge- 
zwungen sind. 

Wofern nun die Unabhängigkeit der einzelnen Fälle nicht zu- 
gegeben werden mnfs, weil sie niemals ernstlich bestritten worden 
ist, giebt das ein Becht, aus ihr zu folgern: „Weder mit Eausal- 
verhältnisaen noch mit physischen Thatsachen bat das BEBNODLLische 

') Wir können es Dicht gut heifHen, daß Stcmpf von Codbsut, der das 
BiRKo DI. Lisch e Theorem recte ableitet, dem nach seinem ganzen kriei«cheD 
Verfahren Qicbte ferner war, als in demselben eine Prophezcinng zu sehen, 
auf eine etwas saloppe Bemerkung hin behauptet, dafa bei ihm das Theorem 
In der Form einer Prophezeiung ausgesproclien werde. 
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Theorem an aich das Geringste zu thun. Der Begriff konsiani 
objektiver Bedingungen überhaupt Ist darin nicht mehr enthall 
aU in dem nächsten beaten arithmetischen Satze?" Wir möthl 
dagegen fragen: Kann denn jene Nichtesistenz „eines kaiisaien EiO"' 
äusses der einzelnen Eroiguisse aufeinander" anders als durch kon* 
staute objektive, reale Bedingungen gewährleistet werden? UnJ^ 
wenn unter einem halben Dutzend „allgemeiner Gesetze" nur eines 
richtig sein kaon und mufs (mit allen Lotteriekautelen) , ist dann 
nicht in dem Urnen verstände, aus dem das wirklieh herrschende 
Gesetz herauszuziehen wäre, eine so reale Bedingung gegeben, da& 
man ihn geradezu nicht nur einer kleinen Lotterie vergleichen, aom 
durch eine solche ersetzen könnte? In dem nächsten besten aritb*'' 
metischen Satze ist von Kausalität so wenig als von Wahrschein- 
lichkeit zu entdecken; die Arithmetik zählt, was wir von ihr ver- 
langen, und „behaupten, dafs das einzelne Ereignis a die Wiüu^ 
acheinlichkeit \ und b \ habe, beifst zugleich behaupten, dafii 
die Verteilung 5 « l i die Wahrscheinlichkeit /sViV habe" (Si 
S. 85). Wenn ein BaUiilon Soldaten 800 Mann stark ist, »o halw«' 
drei Bataillone 3X800 Mann, und doch hat das Multiplizieren mit 
dem Kriegswesen und den Soldaten nichts zu thun. Hatte die 
Wahrscheinlichkeit J mit der Kausalität nichts zu schaffen, so bat 
es auch das durch Rechnung ermittelte Resultat tV/A nicht, aber 
das scheint mir zunächst nicht die Frage, sondern hat dieser letztere 
Quotient noch einen Sinn, wenn die ursprüngliche Bestimmung nur 
auf unsere Unkenntnis und die Disjunktion gegründet ist? Man wil 
vielleicht zugeben, dafs in der bisher wiedergegebenen Argument 
nichts zu erblicken ist, was auch nur den Schein einer Antwort 
hielte. Bei dem ernsten Willen des Autors, zur Klarheit zu verhelfe 
beginnt er in einem neuen Abschnitt mit Zweifeln zu kämpfen, 
ihm selbst aufetofsen, und die wir an der Hand seiner Darstellui 
mitprüfen möchten. Leider kongruiert die Behauptung, diiCi 
„Bekno ULLIS che Wahrscheinlichkeit" eine physische Deutung 
ngleichmöglichen Fälle" nicht voraussetze, nicht ganz mit der Fnifiev 
die zur Entscheidung steht. Soviel Vertrauen verdient die Mathe- 
matik, dafs ihre Operationen, wie ja mehrfach ausgeführt, Voraus- 
setzungen nicht umzustofsen in der Lage sind; die Möglichkeit dw 
Kombinationen ist völlig zuzugeben ; nur dafs sie einen Sinn 
halten, ist zu verlangen. Wir sollen bei Stüsipf den „r 
matischen Charakter des Satzes durchschauen und festhalten", 
dann ist ja jede Bemühung, mit dem gesunden Menschenversl 
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in "ÜbereiiiBtimmung zu Ueiben oder zu kommen, unnötig; was an 
dem Satz mathematisch ist, mufs von jedem Verstände eingesehen 
werden , der seiner BeweisfUlirung folgen kann. Indessen hören 
wir Stumpf selbst (S. 87): 

„Wenn wir wissen, dafa in einer Urne w und s Kugeln in 
gleicher Anzahl vorhanden sind {^= Fall Ä), so entspricht es nicht 
blofs der Rechnung, sondern auch dem gesunden Menschenverstand, 
dafs bei sehr vielen Ziehungen (mit Wiederhineinlegen und Schütteln) 
□ngefHhr dasselbe Verhältnis sich herausstellt. Wenn wir aber nur 
wissen, dafc llberhaupt tc und S Kugeln darin sind (= Fall B), 
so entspricht es dem gesunden Menschenverstand keineswegs, bei 
aehr vielen Ziehungen mit last völliger Sicherheit eine Verteilung 
1 : 1 zu erwarten." 

Daä ist sehr zutreffend, und wir halten es in der That für 
ratsam, daraufliin allein, wie Stuupf als notwendig betUrchtet, „die 
Grundbestimmungen zu revidieren" ; denn wenn sich flir zwei so 
verschiedene Fälle wie A und li dieselben Resultate ergeben, so 
mufs irgendwo eine innere Absurdität stecken, und wenn den Ver- 
fasser die „Schwierigkeit einige Zeit peinigte', so ist zu bedauern, 
dafs er sich mit der folgenden Lösung, die ihm einfach genug er- 
scheint, zufriedengestellt sah (S. 88): 

„Denken wir uns statt einer Urne im Falle B soviele Urnen, 
als Ziehungen stattfinden sollen, z. B, 20001», und jedesmal werde 
aus einer andern gezogen. Wir mögen wissen, dafs in jeder Urne 
w oder s oder eine Mischung aus beiden Sorten sich befinde, aber 
nicht den geringsten Anhaltspunkt haben, irgend eine Absicht oder 
sonstige konstante Ursache zu vermuten , welche eine gewisse 
Oleichniäfsigkeit in der FUUung der Urnen hätte bedingen können. 
Hier wird es auch dem gesunden Menschenverstand nicht zuwider- 
laufen, als Endergebnis der Ziehungen mit grofser Wahrscheinlich- 
keit eine annähernd gleiche Verteilung von «' und s zu erwarten", 
und nun folgen die oben auf S. 112 wiedergegebenen Worte, nach 
welchen „diejenigen Umstände, über welche wir uns 
disjunktiv in völliger Unwissenheit befinden, als 
unbeschränkt variabel vorausgesetzt werden dürfen'. 

Ja, aber! ist denn das alles nicht eine physische Deutung der 
„gleichmöglichen Fälle"? Oder kann man durch hlofses Denken 
20 000 Urnen produzieren und jene Variabilität bewirken, die doch 
nur garantiert sein kann, wofern den Voraussetzungen reale Ver- 
hältnisse entsprechen? Wenn man raten läfst, so kann man die 
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Variabilität herstellen, indem man immer einen andern Menschen 
zum Raten nötigt; es ist dann nur zu registrieren: richtig oder 
falsch; man darf aber nicht mehr (Ur das Kugelbeispiel schwarz 
oder weifs notieren , wenn man auch die Farben im Zuge ab- 
wechseln läfst, weil mau dann zusammengesetzte Verhältnisse zu 
berücksichtigen hätte. Das wäre das Eine, aber die Vergröfserung 
der Umenzahl bis ins Unendliche ändert doch an den Bedingungen 
nicht das mindeste; der gesunde Verstand wird jede Verteilung 
ohne irgend eine Verwunderung sich in den Zügen entwickeln 
sehen, aber er wird so wenig mit grofser Wahrscheinlichkeit als 
„mit fast völliger Sicherheit^ irgend eine Verteilung zu erwarte 
berechtigt sein. Das kann die Menge doch nicht bringen, und kein 
Mensch würde auf die ungefähre gleiche Verteilung in 20000 zu- 
nächst unsichtbar vorgenommenen Ziehungen auch nur zu wetten 
bereit sein. 

SiQWART hatte sehr zutreffend von seiner Definition behauptet, 
dafs sie auch gelte, wenn ein Teil der Disjunktionsglieder aus Grün- 
den, die wir nicht kennen, thatsächlich unmöglich ist Will 
er das festsetzen, so fragt es sich nur, ob es anerkannt wird, und 
da „die disjunktiven Urteile und die daraus abgeleiteten Wahr- 
scheinlichkeitsbrüche . . . ursprünglich und für sich nichts über das 
Verhältnis der Häufigkeit des wirklichen Eintretens der sich aus- 
schliefsenden Fälle" sagen, so können auch die unmöglichen Kom- 
binationen, die im BEBNouLLischen Satze notwendig mitgezählt 
werden, die systematische Behandlung nicht stören. Es werden 
und müssen sich auch mögliche und daher auch die zutreffende 
Kombination bei allen Zusammensetzungen vorfinden; so wenig aber 
die gleiche Wahrscheinlichkeit ausgesagt werden kann, wenn man 
die Möglichkeit einzelner Disjunktionsglieder in Zweifel zieht, 
ebensowenig kann den absoluten Wahrscheinlichkeiten im binomi- 
schen Satze, die durch Zusammenziehung einer Anzahl von Gliedern 
der Einheit beliebig nahe gebracht werden können — schon bei 
der dritten Potenz ist bei gleicher Wahrscheinlichkeit für den Fall 

1 7 

mindestens einer schwarzen unter sonst weifsen Kugeln 1 — -g==-g- 

zu setzen, eine Gröfse, die in sich zusammenfällt, wenn keine 
schwarze Kugel vorhanden war — nur die geringste Bedeutung für 
unsere Erwartung zugesprochen werden. Weit entfernt, einen 
Leitfaden zu erhalten, würde sie beständig gewarnt werden müsseUi 
den Rechnungen der Logik auch Glauben zu schenken« Man denke 
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3iQ wieaenschaftliche Arbeil, die sich mit einer Disjunktion 
von mehr aU zwei Gliedern nicht an den binomischen, sondern 
au den polynomischen Satz halten wollte mit dem ganzen Ballitst 
unmöglicher Kombinationen; hiel'se das nicht, die Lotterie des dis- 
junktiven Urteils um Tausende und Millionen von Nieten unnütz 
vermehren? Denknotwendig sind die Kombinationen mit allen Ur- 
teilen, die sie zulassen, als Möglichkeiten, von welchen nur eine 
zutrifft, oder eine beschränkte Zahl auch real möglich sein kann, 
aber was soll man damit anfangen? Sind nicht schon in den ex- 
tremen Fällen der historischen Theorie Schwierigkeiten genug vor- 
handen, an denen sich auch die Philosophen abgemüht haben? 
Man hat sich mit und nach D'Alembebt mit dem „physisch Un- 
möglichen" geplagt — indem man die höchst unwahrscheinlichen, 
aber doch als möglich mitzurechnenden extremen Fälle im Spiel 
mit der Thatsache verglich, dafs es mathematische Gebilde, wie 
die gerade Linie, eben nur in unserer Anschauung und nicht in 
Wirklichkeit giebt —, soll man nun mit einem Anschein von Recht 
und keinem von praktischem Erfolg auch das absolut Unmögliche 
mit iu die Rechnung verweben? 

Jene 20000 Urnen können nach der Voraussetzung sehr wohl 
auaschlierslich w Kugeln enthalten, ohne dafs hierin auch nur etwas 
, physisch Unmögliches" im Sinne D'Alebbekts oder Cooesots zu 
erblicken wäre. Was soll also die Rechnung? Erst durch die ob- 
jektiven Voraussetzungen erhält die Rechnung ihre Basis, und ich 
kann zu meiner Freude konstatieren, dafs das mir während der 
Niederschrift dieser Arbeit vor Augen gekommene Lehrbuch Ber- 
TKANDS diese Voraussetzungen sehr scharf ausspricht (S. 146). Man 
mag dort nachlesen; eine kurze Bemerkung soll noch dem zweiten 
Beispiele Stumpfs gewidmet werden, bei dem es sich um einen 
„unbekannten Gseitigen Körper von vielleicht ganz unregelmäfsiger 
Gestalt" handelt. Wir lesen dort: 

„Es entspricht vollkommen dem gesunden Menschenverstand, 
dafs unter 24000 6seitigen Körpern, bei deren Bildung keinerlei 
Abeicht oder sonstige gemeinsame Ursache zu vermuten ist, und 
deren einzelne Flüchen prinziplos, blindlings mit a bis /' bezeichnet 
wurden, jeder Buchstabe annfthernd 400Omal am Boden aufliege," 
Darüber ist nicht zu streiten, denn, alles was geschieht, kann dem 
gesunden Verstand auch nicht zuwider sein. Indes heifst es weiter: 
We Wahrscheinlichkeitsauüsage wUrde denn auch nichts weiter 
^, als das Ergebnis der (indirekten) Abzahlung derjenigen unter 
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allen Kombinationen und Permutationen, welche unter den 
„annähernd 4(XI0 auf 24000" lallen, sobald er mathematisch genauer 
definiert wird (z. B. zwischen 3950 und 4050 auf 24000)." Wie 
gezählt wird, ist gleichgültig; ob direkt oder mit Hulfe allgemeiner 
Beziehungen, ändert nichts; es ist nur die Frage, ob richtig und 
wesentlich, wie man trotz des mathematischen Charakters zugeben 
wird, was gezählt worden ist. Trotzdem Stumpf in diesem Bei- 
spiele wieder erhebliche Konzessionen durch objektive Voraus- 
setzungen macht — die prinziplos blindlings mit n bia /' bezeicb- 
neten Flächen sind doch etwas anderes als eine Bezeichnung, über 
deren Tendenz ich in absoluter Unkenntnis bin — , so iiabe ich 
mir die gröfste Mühe vergeblich kosten lassen, seine Argumeotatioa 
mit meinem Denken in Übereinstimmung zu bringen. Vielleii 
ißt es aber doch nicht so ganz unwichtig, wenn man den Gedankt 
gang etwa durch den folgenden ersetzt. 

Wenn einer dieser Würfel irgendwo liegt, so mufs 
weder mit a oder b oder c — ■ oder /" aufliegen (sehr m6gli< 
natürlich, dafs einer oder melirere Fälle ausgeschlossen, d. h. unmi 
lieh sind). 

Die Wahrscheinlichkeit, den richtigen Buchstaben zu erraten, 
ist ^, ihn nicht zu erraten, ist ^; also wird es auch bei 24000 
Menschen, die raten, am wahrscheinlichsten sein, dafs das Protokoll 
4000 richtig und 20000 unrichtig ergiebt, dafs also wirklich die 
Ereignisse sich im Verhältnis der ursprüngUchen Wahrscheinlich- 
keiten abspielen. Alle anderen Schlufsfolgerungen behalten natür- 
lich ihren Sinn, auch wenn man ea vorzieht, die 24000 Menschen 
gleichzeitig ins Examen nehmen zu lassen. Was man gezählt bat, 
liefs sich aber nicht auf die beiden Begriffe Untenliegen des Buch« 
Stäben f und Nichtuntenliegen u. s. w. bringen, sondern gehOrtA 
unter die Fälle richtig und falsch geraten. Ea würde uns freui 
wenn Stüiupp sich dieser Interpretation, die uns nicht bedeutungsl« 
erscheint, anschliefsen könnte, wie wir unsererseits gern eugebt 
dafs aus dem disjunktiven Urteile und der Prämisse über die 
solute Unkenntnis des richtigen Prädikats nicht die Wabrscheii 
lichkeit dieses Prädikats, sondern die, es zu erraten, mit d< 
definierten Quotienten resultiert, und dafa aich daraus alles fol| 
täfst, was den Kombinationen einen Sinn beläfst. Es liegt ja 
der Hand, dafs mit dem Schritte von der einfachen nur zusammi 
gesetzten Wahrscheinlichkeit die Schwierigkeit der Abzahlung d< 
Möglichkeiten beginnt. 
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Wer die Disziplin auch nur oberflächlich kennt, der wird be- 
merkt haben, dafs man jeden Schritt unter Umständen durch neue 
Bedingungen rechtfertigen mufs, wie es z. B. einen Unterschied 
bedeutet, ob die gezogene Kugel wieder zurückgelegt wird oder 
nicht, dafs femer die Rechnung wie ein überempfindliches Instru- 
ment auf unrichtige Interpretationen reagiert, so dafs man schon aus 
diesem Verhalten abnehmen könnte, dafs der Ansatz, den ich nur 
unter Wahrung schärfster Kongruenz mit den Objekten aufrecht 
erhalten und erweitern kann, besonders in seinem Fundament nicht 
blofs logisch, sondern durch das festeste Gestein gesichert sein muls, 
etwa wie ein Kartenhaus, das man aufbaut, eine sicherere Unterlage 
verlangt, als ein anderes, das mit minder feinem Material in die 
Höhe gerichtet werden soll. 

Zum Schluls mag noch einmal das Würfelspiel mit 24000 
Würfeln für einen Augenblick uns beschäftigen. Wir wollen an- 
nehmen, sie seien alle tadellos in mathematischer und physikalischer 
Hinsicht. Jede Seite sei entweder mit 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 be- 
zeichnet, aber wir wüfsten gar nichts darüber, wie die Zahlen an- 
geordnet wären. Jede Seite desselben Würfels kann dieselbe 
Zahl oder auch verschiedene haben, kurz, unsere Unwissenheit 
darüber ist eine vollkommene. Wohlverstanden, die Aufgabe läfst 
als Möglichkeit zu, dafs alle 6X24000 Seiten mit derselben Zahl 
oder sonst in irgend einer Anordnung mit den 6 Zahlen versehen 
sind. Wird unsere „fast völlige Sicherheit**, in nahezu 4000 Fällen 
eine 6 aufliegen zu sehen, auch dann nicht erschüttert werden? 
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Die Weitläufigkeit, zu der uns bisher weniger der G^enstand 
als die existierenden Kontroversen veranlalst haben, war unum- 
gänglich. £^ ist auf dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und in ihrer Litteratur fast wie auf einem grofsen Manöverfdde, 
nur dafs hier glücklicherweise ein Höchstkommandierender ein- fbr 
allemal entscheidet, wer den Sieg davongetragen hat, und dafs nur 
so im grofsen und ganzen überschlagen zu werden braucht, wer 
gefallen ist, und wer wohl im Ernstfälle noch das Leben behalten 
hätte. In keiner andern Disziplin, auch in der Metaphysik nicht, 
ist die Möglichkeit des „seligen Rittmeisters" — einer Haokländeb- 
schen sehr plausiblen Manöverfigur — , der nach einer vernichten- 
den Kanonade munter weiter ficht, so indiziert, wie in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, die sich auf ihr Recht steift, Wahrschein- 
liches auszusagen, und durch kein sicheres Resultat ad absurdum 
geführt werden kann^). 



1) Man liest vielleicht nicht ungern die folgenden Sätze ans BammAKD, 
Calcul des probabilit^s. S. XXXIX; „La masse de Jupiter, d^uite par 
Newton de T^tude des satellites, corrig6e peu k peu par les progrte des 
observateurs, calcul6e de nouveau par Bouvabd & Paide des perturbations de 
Saturne, semblait fixde k jj^ de cette du soleil. Les principes du calcul des 
chances permettaient de parier, suivant Laplacb, 999 808 contre 1 que rerreur 
n'est pas la centi^me partie de la valeur trouv^e. Quelle ostentation de con- 
sciencieuz savoir! Cest 999308 fr., ni plus ni moins, que I'on peut risquer 
contre 1 fr. On aurait eu tort de risquer dix sous; on les aurait perdus; les 
perturbations de Junon Tont prouy6. Sans contester ce t^moignage iirö- 
prochable de la petite planöte, Poissoh maintenait les principes. j^Les calculs 
de Laplack, dit-il, ont donn6, avec une pr^cision voisine de la certitade, nne 
masse plus petite qu'elle n'est r^ellement Cela ne provient d^aueune in- 
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Die Naturwissenschaften und die Geschichte köanen sehr wohl 
eine Inventur ihrer ReBultate aufnehmen, und die zweifelhaften 
Forderungen haben doch wenigstens potentialiter ein Recht auf 
spÄlere Erfüllung, Beti'etfa der Metaphysik wird man sieh auch 
angesichts des besonderen Schicksals der Vernunft in einer 
CJattung ihrer Erkenntnisse: „dafs sie durch Fragen belästigt wird, 
die sie nicht abweisen kann, denn sie sind ihr durch die Natur 
der Vernunft selbst aufgegeben, die sie aber auch nicht beantworten 
kann, denn sie übersteigen alles Vermögen der menschlichen Ver- 
nunft", vielleicht zu tragen haben, wieviel die Einsicht dieser zuletzt 
citierten Worte Kants und wieviel die Thatsache, dafs der speku- 
lierende Philosoph durch die unendliche Ausdehnung der heutigen 
Wissenschaft eingeengt und von den Einzeldiszipiinen scharf kon- 
troüert wird, dazu beiträgt, die Welt vor neuen Systemen zu be- 
wahren. Fitr die Wahrscheinlichkeitslehre ist es fast als ein Glück 
zu betrachten, dafs man sich des Charakters einer, wenn auch noch 
so rationellen Konvention nicht bewufst geworden, und in ihr das 
Mathematische als eine hinreichende Garantie anzusehen geneigt ge- 
wesen ist; der Spielraum, den eine jede Übereinkunft immer noch 
offen lüfst, wäre sonst sicher benutzt worden, und man hätte, ähn- 
lich wie man sich auf Kongressen über allgemeine Mafae einigt oder 
auch nicht, sich auch noch mit Wertungen in verschiedenen Mafs- 
syatemen abzufinden. 

Die Domäne der BAVESschen Regel tat die Wahrseheiidichkeit 
der Hypothesen. Jeder neue Begriff bringt der Disziplin neu© 
Schwierigkeiten; es fragt sich nicht allein, ob sie auch fttr neue 
Probleme ihre Tragkraft erweist, sondern auch, ob man mit den all- 
gemeinen Erkenntnis Prinzipien weiter arbeitet, und ob eine Kongruenz 
der Aufgaben nach ihrer Bezeichnung und nach deren Sinn bestehen 
bleibt. Was ist hier unter einer Hypothese zu verstehen? Die 
inöiteaig in den Aufgaben Euklids ist eine Setzung, dio in ihre 
Konsequenzen verfolgt werden soll, an der Hand des Verstandes 
und der Anschauung und unter Anwendung von feststehenden Er- 
gebnissen, die, als schon erwiesen, sämtlich stillschweigend mit- 

exai-tittide dane les formnles dont il a, fnit nsagc; il j a lieu de croire que la 
masae de Jupiter, un peu trop petitc, reeulte de quelques tenncs fautifs daoB 
reipreHsion des perturbatione." PoiNauT, son spirituel adversaire, pour trans- 
former l'apologie en ^.pigranime, ne change rien au trait que Taccent: „Apris 
avoir calculä la probabitltä d'une eireur, il faudrait caiculer la probabilit6 
d*«!)« erreur dana le cslcut.' 
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gesetzt werden. Die logische Unabhängigkeit der einKel» 
sagen muTs dabei überall gewahrt sein; man darf sich nicht i 
Kreise drehen, und die mathematische Praxis ist hier eine vor- 
bildliche. 

Wir haben behauptet, dafa in den Aufgaben der LehrbBcher 
die Möglichkeiten, für die wir einen realen Thatbestand rerlangen, 
wenn wir sie in den Rang von Wahrscheinlichkeiten erheben soUed 
hypothetisch aufgestellt werden. Ist es das nun, was auch I 
unter den Hypothesen zu verstehen sein wird? Voraussetzung { 
jenem Sinne ist diese Urne mit ihren 10 tv und 10 s Kugeln; j 
folgert soll die Wahrscheinlichkeit einer Ziehung werden. Jat 
wird die Sache umgedreht. Voraussetzung, Hypothese, ist in dci 
Aufgaben eine irgendwie gegebene Ziehung, und es soll auf i 
Urne und ihren Inhalt geschlossen werden. Das kann nattlrlio^ 
wenn man nicht alle Kugeln herausnimmt und so durch Abzlthlii] 
die Schlufsfolge unnötig macht, nur in der Form eines Wahracheii 
licbkeits Urteils geschelien. Zunächst ist an eine wichtige Vor« 
Setzung zu erinnern : die sämtlichen vorhandenen Kugeln mÜsM 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen werden können ; was wiaa 
wir nun aber von der Urne? Wir wollen annehmen, schlechterdtn) 
nichts. Dann bleibt als einziges Datum das Ziehungsresulti 
Gleichviel nun, ob die Kugeln vor jedem neuen Zug wieder in i 
Urne gelegt werden oder nicht: ist eine hinreichend grofse ZaUl 
von Ziehungen erfolgt, so werden wir die Annahme machen, trttl 
der uns das Resultat am verständlichsten sein würde, d, h. 
werden es für am wahrscheinlichsten halten, dafa das ZableO'.l 
Verhältnis der Kugeln auch dem des Resultats entspricht, DwMj 
ist schematisch das Verfahren, das wir auch sonst einschlagen, ' 
uns alle Daten zur Erklärung einer Erscheinung fehlen. Das Ziehet ] 
irgend einer Kugel Interessiert uns nicht als mechanischer Vor( 
den wir als erklärt und begrifflich fixiert voraussetzen, so dafs wir 
die Züge nur nach dem Erfolg unterscheiden ; alles ist uns gleich- 
gültig bis auf das Mischungsverhältnis der Kugeln in der Urne, . 
Wir schütteln oder drehen, um uns von einer bestimmten Anont>|| 
nung der Kugeln unabhängig zu machen, wie wir im Expertmei 
die mannigfaltigen unserer Kenntnis unterliegenden KinflUsae i 
beseitigen trachten. Ähnliches können wir auch durch die tUcli-'l 
tung der greifenden Hand bewirken ; wofern aber die Kugeln ta J 
fester Anordnung gelagert sind und nach dieser erscheinen müsset^ I 
xrean ich sie etwa aus einem Cylinder vom Darchmesser dwJ 
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Eugeta iiabe herausrollüD lassen, so Ut sclilecliterdings kein Schlufft 
auf das Mischungsverhältnis möglich. Auch wenn ich noch so viele 
Kugeln bereits dem Behälter entnommen hätte. Keine Abzahlung 
der Möglichkeiten kann mich auch nur einen Schritt weiter bringen. 
Im Gegenteil, nehme ich an, es seien 20 Kugeln in dem Cylinder, 
so würde sich für den Fall , dafs sie alle weifs sind , wieder unter 
Berücksichtigung der Kombinationen, die minimale Wahrscheinlich- 
keit ^-^ ergeben, eine Zahl, die a priori auszusagen nicht das ge- 
ringste Recht vorlag. Dieser letzten Wertung entspricht vielmehr 
aIs objektive Voraussetzung, dafs an Jeder Stelle des Cylinders 
ebensowohl eine «■ wie eine s Kugel sein könne. Mische ich also 
die Kugeln nicht, bringe ich die Variabilität der Umstände auch 
nicht durch die Freiheit der Bewegungen, welche einen Zug be- 
wirken können, in die Aufgiibe hinein, oder tll>erlas8e ich für das 
Beispiel einer festen Anordnung nicht die Bezeichnung irgend einer 
Stelle der Willkür meiner Aussage, indem ich etwa die 7,, 12. oder 
sonst eine — auch wohl durch das Los — bezeichne und dann 
diese registriere, indem ich ftlr alle anderen meine Unbefangenheit 
aatreclit erhalte, so ist für irgend einen RUckschlufs von den 
Ziehungen auf die Mischung gar kein Boden vorhanden. Weifs 
ich wirklich, dafs in jenem Cyünder an jeder Stelle gleich gut eine w 
oder eine s Kugel vorhanden sein kann, so genügt das BEKNOULUsche 
Gesetz, meine Wahrscheinlichkeitsaussage zu bestimmen. Ist das 
nicht der Fall, und zeigen sich in irgend welcher Ordnung m 
schwarze und n wcifse Kugeln, so mufs ich mein Urteil über die 
anderen aussetzen. Jede logische, methodische Hülfe, sie zu beur- 
teilen, ist ausgeschlossen. Man bemerke, dafs eio so jeder Be- 
«ttminung entbehrender Sachverhalt praktisch fast niemals vor- 
kommt; wenn aber, so bietet sieh kein Rechtagrund zu irgend einer 
Aussage, uud wenn man gleichwohl gezwungen sein sollte, irgend 
etwas auszusagen, so bleibt kein Ausweg als der zu losen. Dann 
kann man das Resultat der Lotterie mit einem Quotienten werten, 
der aber nach seinem Inhalte von der Aussage über das Mischungs- 
verhältnis in der Urne total verschieden ist. Man wird ferner ein- 
sehen, dafs man diese Lotterie nach dem disjunktiven Urteil mit 
gleichwertigen Prädikaten einzurichten hat; jedes mögliche Mischungs- 
verhältnis bekommt eine einzige Nummer; die Permutationszahl 
7 Frage gar nicht mit. Es war und ist für uns weniger 
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die Frage, welcher Wert der Disziplin zukommt, als inwieweit und 
ob sie richtiges Denken zum Ausdruck bringt. 

Es wird aus dem Vorigen hervorgehen, dafs alle Einteilungen^ 
die nur logisch Fälle abgrenzen, zu keinem irgendwie objektiv 
berechtigten Urteil gelangen können, und daTs auch hier ein scharf 
charakterisierbarer Thatbestand gegeben sein mufs, der das Urteil 
zu erfüllen hat. 

Für den dürftigen schematischen Inhalt aller unserer Beispiele 
wird die Wahrscheinlichkeit einer Annahme verlangt, die uns daa 
Ziehungsresultat verständlich macht. Eben deshalb bleibt diese An- 
nahme eine Hypothese, ein Erklärungsversuch, im Sinne einer jeden 
Erkenntnisart Jede Hypothese ist nur wahrscheinlich, und unser 
Sprachgebrauch, der sie gelegentlich in den Rang einer Theorie erhebt^ 
will damit lediglich zum Ausdruck bringen, dafs man sie nicht in 
wenigen Worten formulieren, sondern dafs sie selbst den systemati- 
schen Inhalt einer ganzen Lehre erfüllen kann. Es sind hier Unter- 
schiede gradueller Natur, die sich auch nach dem Umfange richten^ 
innerhalb dessen die Aufstellungen unseres behutsam tastenden Ver- 
standes die Orientierung bewirken können. Ich weifs nun nicht, ob 
es Hypothesen geben kann, welche des kausalen Moments völlig ent- 
behrten. Wenn mir eine Urne zur Verfügung gestellt wird, von der 
ich gar nichts weifs, so werde ich gut thun, über ihren Inhalt nichta 
auszusagen. Sagt man mir : es sind s oder w oder s und t€ Kugeln 
darin, n an der Zahl, so haben wir den oft besprochenen Fall, mit 
dem zunächst wieder nichts anzufangen ist, es sei denn, daCs man 
uns verraten wollte, woher die Kugeln stammen. Die Wahrschein- 
lichkeit des Mischungsverhältnisses wird erst zu einer Hypothesen- 
wahrscheinlichkeit, wenn aus der Urne gezogen worden ist. Die 
Hypothese soll etwas erklären; bevor aber etwas geschehen ist, ist 
sie gar nicht vonnöten. Ob wir es also mit Kugeln zu thun haben 
oder mit soviel Urnen, von denen eine irgendwie in unsem Be- 
sitz gespielt worden ist, bleibt sich völlig gleich. In den üblichen 
Aufgaben ist nicht mehr wie alles, was uns gegeben wird, hypo- 
thetisch, und man thut gut, diesen Charakter nicht stillschweigend 
in Autgaben hineinzubringen, die im Grunde Schemata für unser 
Verfahren in der Wirklichkeit sein wollen. 

Wenn mir der Inhalt der Urne gegeben ist, so soll ich auf 
das mit dem Quotienten schliefsen, was wahrscheinlich geschehen 
wird. Im einzelnen Falle kann ich mein Urteil durch einen Quo- 
tienten präzisieren, der begrifflich scharf bestimmt ist, aber keinerlei 
Bedeutung als eine bündige Voraussage für sich fordern kamu 
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Sone praktische Verwertung läf^t uns hier ganz uaberührt; dafs 
wir mit dem vorausgesetzten Spielraum von Möglii;hkeiten keine 
bestimmte als sicher bezeichnen können, versteht aich von seibat, 
aber fragen wir nach den Bedingungen in unserem Erkenntnis- 
vermögen, die das Urteil ermöglichen, so ist es der Schlufä von 
der Ursiiehe auf die Wirkung, der uns leitet. Was gehen uns 
dabei alle anderen Kausal itätsbeziehungeu an, die mit im Spiele 
sind : dafs wir ziehen, wie wir wollen, dafa in unserem Centralorgan 
irgend etwas kommandiert, das irgend eine Bewegung auszulösen 
bat u. s. w. ! Hiev ist das Frühere, die Urne, dort die Kugel, die 
ihr entnommen wird, eines mit den anderen verbunden, der „Zug 
^Jer Kugel" und die Urne, die sie hergiebt; Sprachgebrauch hin, 
^■brachgebrauch her, nur das Prinzip der Kausalität ist imstande, 
^^Ble diesen Zug, t)o unser Wahracheinlichkeitsurteil zu garantieren. 
^B W^enn man von der Wahrscheinlichkeit der Hypothesen spricht, 
BO ist man sich meistens bewufst, dafs man einen Begriff gebraucht, 
der in der Physik das feste Band zwischen der bekannten Er- 
scheinung und ihren Bedingungen knüpfen soll, während er hier 
einem Gegenstände dient, der keinen rechten Schatten wirft. Man 
pflegt sich gewissennalsen des Gebrauchs einer so achtbaren Be- 
zeichnung zu genieren und auch den Begriff der Ursache mit einer 
Art von Unbehagen zu gehrauclien, obwobl ja eine Hypothese 
nichts anderes sein kann, als die Setzung eines Zusammenhangs, 
^^•r einen Vorgang erklart, soweit er eben erklärungsbedürftig ist 
^^H liest man bei Berthand (S. 143): 

^^B „Etudier les faits pour remonter aux causes est le but Ifl 

^^^plus ^lev6 de la Science. Notre curiosit^ est ici moina 

ambitieuse. Nous n'aurons dans ce Chapitre aucune loi de 

la nature k discuter, aucune dnigme h. resoudre. Les causes sont 

pour nous dea accidents qui ont accompagn<i ou pr&^ä un 

äv^nement obaerv^." 

_ Ich möchte diesen Worten einen Ausspruch aus dem Aufsatze 

^^■B Pkevost und L'huilibb (S. 26) gegenüberatellen , der aich auf 

^^^Bselben Gegenstand bezieht: 

^^^t „Je remarque d'abord que les mots cause et effet aont pris 
^^Kci dans un sene extreniement g^neral. Car le meme principe 
^^^b'estimation s'appliquerait aussi hien au signe et au signifiä." 
^^V Wenn man zuweilen liest, wir sollen unter Hypothese eben 
1 die Bedingungen verstehen, die uns zu der Wahracheinticlikeits- 
aussage vei-anlaasen wlirden. mit der wir sie in der Rechnung 
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wirken lassen, so umgeht man die Schwierigkeit, aber man sieht 
daraus, dafs man auch hier nicht mit seinen ursprünglichen Defini- 
tionen in Konflikt geraten kann , weil man auf ihnen weiter baut. 
Eine zweite Frage ist nur, ob sie unter allen Umständen auch ihren 
Sinn behalten. Sagt man in aller Schärfe, in welchem Sinne man 
die Begriffe Hypothese oder Ursache gebrauchen will, so ist da- 
gegen nichts einzuwenden; uns ist die terminologische Frage auch 
von geringerer Bedeutung. Die mathematische Wahrscheinlichkeit 
ist uns im wesentlichen ein Ausdruck für die Konkurrenz im Ge- 
schehen, die nur an die Zahlen Verhältnisse gebunden ist ; alle unsere 
Beispiele, soweit sie in der Abstraktion gehen, haben keinen an- 
deren Sinn, als zu zeigen, wie sich die Zahlen geltend machen, 
wenn wir alle anderen kausalen Einflüsse dem Urteil entziehen. 
Weit entfernt, an einen versteckten, mystischen EinfluTs der Kom- 
binationen zu denken, geschweige an ihn zu glauben, sehen wir in 
dem Kalkül eine konforme Abbildung der Gedanken, mit welchen 
wir an den durch unsere Voraussetzungen von Nebenursachen 
freien und nur in der Produktion zahlenmäfsig charakterisierbaren 
Verlauf gewisser Erscheinungen herantreten. In logischer Parallele 
ist uns jede schwarze Kugel ein Grund für ihr Erscheinen; wo sie 
sich zeigt, war ihre Existenz eben die reale Bedingung dafür, dafs 
sie in die Erscheinung treten konnte. War sie mit 10 w Kugeln 
zugleich vorhanden, so war a priori gerade der Zug einer s Kugel 
minder wahrscheinlich, aber mein Urteil, dafs in einer zahlenmäßig 
angebbaren Weise die in gröfserer Zahl vertretene Art obsi^en 
mufs, bleibt richtig, wenn sonst meine objektiven Voraussetzungen 
zutreffen. W^o ist eine Ursache aufzuweisen? Nur in unseren Ge- 
danken ; in der Wirklichkeit entspricht ihr nichts. Man zeige etwas, 
das wirkt. Der Ofen ist die Ursache der erwärmten Stube — 
nun kommen Physiker und Chemiker, die mich eines Besseren be- 
lehren — , und doch bleibt mein Urteil richtig. Der Begriff der 
Ursache ist fest; aber die Ursache, die man bezeichnet, ist inmier 
relativ. Man mag es nur gelten lassen; in den Beispielen der 
Disziplin ist das Mischungsverhältnis die Ursache, von der der 
Zug oder eine Reihe von Zügen als die Wirkung auizufassen ist — 
in der blassen Färbung, die ein so einseitiges Kriterium, wie die 
Zahl, geben kann. Also man sträube und ziere sich nicht gegen 
die Wahrscheinlichkeit der Ursachen. 

Wenn vor uns zwei Urnen stehen, die völlig ununterscheidbar 
sind bis auf den Platz, den sie nicht gemeinsam haben können, 
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wenn in der einen an Kugeln 

1 5 3 «? (a), 
in der andern 4 5 \ w (ß) 

sich befinden^ und von irgend Jemand, der den Inhalt der Urnen 
nicht kennt, 1 w gezogen worden ist, so wird Jedermann, nach 
seinem Urteil befragt, meinen, es sei wahrscheinlicher, dafs die 
Urne (a) als die andere in Anspruch genommen worden ist Diese 
Aufgabe erhebt keinerlei Prätensionen auf einen empirischen 
Charakter, sofern damit ein Gegensatz zur Natur der früheren be- 
hauptet werden soll; man nehme sie als das, was sie ist, als ein 
Schema für ein mögliches Geschehen, das zu beurteilen ist 

Sowohl die Urne (a) als die Urne (ß) konnten das Resultat 
hervorbringen; man ziere sich auch gegen diesen Ausdruck nicht ; 
dafs gezogen wurde, ist ja völlig gleichgültig; wesentlich ist nur, 
dafs keiner Kugel eine, gleichviel ob geheimnisvolle oder bekannte, 
Kraft innewohnte, eher als eine andere zu erscheinen. 

Wieviel günstige Fälle waren überhaupt möglich? Man sieht 
leicht, es konnten 1 von 8 w der Urne (a) und 1 w der Urne (ß) ge- 
zogen werden, und wenn man in die erste griff, so war der Quotient 

f, für die zweite der Quotient | 
als vorherige Wahrscheinlichkeit für 1 w Kugel bestimmend. Fafst 
man die Frage nach dem Ursprung der Kugel als eine Aufgabe 
für zusammengesetzte Verhältnisse auf, so war in unserem Beispiel 
es gleichwahrscheinlich, (a) wie (ß) zu treffen; die Wahrscheinlich- 
keit, aus (a) die weifse Kugel zu ziehen, war also 

•J«|, sie aus (ß) zu entnehmen =|.^. 

Wir wollen vorübergehend die erste Gröfse Ma, die zweite 
Mß nennen, so wird man im Sinne unserer früheren Betrachtungen 
zugeben, dafs die Wahrscheinlichkeiten Pa und P^, welche sich 
auf die Frage nach der Urne beziehen, aus welcher gezogen worden 
ist, die Proportion 

Pa:Pß = Ma:Mß 
befolgen, die in Verbindung mit der Bedingung 

P, + P^=l 

die Werte ergeben: 

P — ^^ V — -_^&__ 

Aus dem gewöhnlichen Verstände liegt dieser Argumentation 
eine Maxime zu Grunde, die wir alltäglich üben. Hier wird sie 
in eine zahlenmäfsige Form auf der Basis von festen Voraus- 
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Setzungen gepreist, die alles Geschehen nur unter dem Gesichtspunkte 
der numerischen Faktoren zu beurteilen gestatten. Im extremen 
Falle ist es die Überzeugung, dafs der Apfel, der im Garten zur Erde 
fällt, vom Apfelbaum stammt und nicht, was immerhin möglich ist, 
durch den Nachbar geworfen worden ist^). Bei diesem Urteil 
fragen wir allerdings nicht nach der Eausalreihe, die den Apfel 
herrorgebracht hat; auch der Wind und die Fallgesetze, die Ge- 
setze der Innervation, die bei dem guten Nachbar wirken, kurz, 
all das ist uns gleichgültig. Der Apfelbaum ist uns die wahrschein- 
lichste Ursache für das Ereignis, dals im Garten ein Apfel zu 
Boden fällt. 

Uns erscheint diejenige nicht sicher festgestellte Ursache wahr- 
scheinlicher, durch welche die Wirkung leichter erzielt werden 
konnte, als durch eine andere. Der Engländer Bayes hat sich 
zuerst mit der Aufgabe beschäftigt: „the number of times an 
unknown event has happened and failed being given to find the 
chance that the probability of its happening should lie somewhere 
between any two named degrees of probability", und seine Untere 
suchungen sind nach seinem Tode von Pride in den Philosophical 
Transactions vom Jahre 1763 mit Begleitworten und Zusätzen 
publiziert Laplaoe hat den ganzen Gedankengang des Engländers 
durch ein Prinzip gestützt, das die Definition der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit voraussetzt und unser kurzes Beispiel in all- 
gemeiner Fassung mitbehandelt. Dies Prinzip lautet in wörtlicher 
Übersetzung : 

„Wenn ein Ereignis durch eine Anzahl von n verschiedenen 
Ursachen hervorgebracht werden kann, so verhalten sich die Wahr- 
scheinlichkeiten dieser Ursachen, auf welche wir von dem Ereignis 
schliefsen (prises de T^v^nement), wie die Wahrscheinlichkeiten 
des Ereignisses, sofern wir von den Ursachen auf dieses schliefsen 
(prises de ces causes)." 

In die Formelsprache der Mathematik übersetzt giebt das die 
folgende Proportion: 

Pa:P[i:PY'''"'Pv = lOaPa i äßPfi i Wy Py i : ä^Pry 

und hier bedeuten die Gröfsen: 

Pv die Wahrscheinlichkeit, dafs das Ereignis von der Ur- 
sache V abzuleiten ist; 



^) Auf dem Gedankeninhalt der BATssschen Regel beruht die Schenfrage: 
Was liegt unter dem Pflaumenbaume und ist blau? — Bekanntlich ein blauer 
Dragoner. 
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(Sy die Wahrscheinlichkeit, dafs die Ursache v überhaupt 

wirkt; 
Pr die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses selbst, wenn die 
Ursache v gewifs wäre. 
Aus dem Prinzip oder der Proportion folgt innerhalb der Fest- 
setzungen der Disziplin, da 

Pa + P|j + Py +••••+ Pr = 1 
sein muTs: 



P,=-^ 



(OvP 



V 



eine Bezeichnung, die in Worten lautet: 

„Die Wahrscheinlichkeit für das Dasein einer bestimmten Ur- 
sache ist gleich der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, welches ihm 
die Ursache geben würde (prise de cette cause), geteilt durch die 
Summe aller Wahrscheinlichkeiten des Ereignisses, mit Rücksicht 
auf jede dieser Ursachen (prises de chacune de ces causes)." 

In unserem Beispiel waren die Gröfsen: 



also: 



Wo W/J = 

Pu — i 

P? — i 

3 

p ' 


.. 1 

— T 


. 16 
TV 


-Ma — Wa l>a — i • f — 1 

-Mi» — w/*i>^' — i-i — tV? 

1 
X> 10 4 

^' l + iV ^" 


^" 1+ 


A 



und der Sinn dieser beiden Quotienten wird ergänzt durch die 
Aussage, welche aus demselben nach dem BEBNOuixischen Satze 
folgen würde. 

Man nehme an, die beiden Urnen blieben aufgestellt, und es 
würde immer wieder von verschiedenen Personen nach freier Wahl 
80 gezogen, dafs der Ziehende die Kugel in ihre Urne zurücklegt, 
daüs irgend Jemand ferner nur die weifsen Kugeln jedesmal 
registriert, so würden wir nach einer Ziehung von m weifsen 
Kugeln auszusagen berechtigt sein, dafs sich die Zahl der weifsen, 
welche aus (a) entnommen sind, zur Zahl aller anderen weifsen 
Kugeln höchst wahrscheinlich wie 15:4 verhalten wird. 

Jene Regel für die Berechnung der Hypothesenwahrscheinlich- 
keiten führt den Namen des BAYES-LAPLACEschen Satzes, und man 
sieht leicht ein, dafs sie zwar die Umkehrung der ursprünglichen 
Aufgabe bedeutet, aber keinerlei Erweiterung der ursprünglichen 
Festsetzungen nötig macht. Als Bedingungen verlangt sie ledig- 
lich, dafs 

Wi + «Sg -h tSg -f- • • • + cSy = 1 
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sei, während an die Gröfsen pv keinerlei lediglich logische An- 
forderungen zu stellen sind; sie können Wahrscheinlichkeitsgröfsen 
sein, von welcher Art sie wollen. Sie sind die Daten in der Auf- 
gabe^ und von ihrer Zahl wiederum hängen die GröCsen cur ab. 
Natürlich kann auch hier der Fall eintreten , daCs alle Gröfsen pt 
versteckt gegeben sind, d. h. dafs man sie erst erschlielsen mu&. 

Alles y was sich auf diese Gröfsen pv bezieht, hat nun einen 
völlig realen Charakter zu tragen, wie diejenigen Voraussetzungen, 
die in zweiter Linie zu Bestimmungen der Gröfsen u^ ftihren. 
Es genügt nicht, dafs alle individuellen Fälle, welche die Gröfsen 
Pp symbolisch einschliefsen, gleichwahrscheinlich sind, sondern auch 
die Möglichkeiten, welche zur Wahl der Urne, wie wir kurz 
sagen wollen, führen, die dem Zug der Kugel die Wahrscheinlich- 
keit pv giebt, müssen in einer Weise gewährleistet sein, daCs wir 
die gleiche Wahrscheinlichkeit auch dieser Ursachen auszusagen 
vermögen. Nicht dafs die ai^ immer gleich sein müfsten; im Gegen- 
teil, nehmen wir den Fall, dafs vier Urnen vor uns stehen, von 
denen drei ihrem Inhalt nach völlig gleich sind, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit, eine Urne dieser Art 'zu treflFen, von der vierten 
eben verschieden. Aber dafs eine der vier zutrifft, mufs als gleich- 
wahrscheinlich gelten dürfen. 

An diese BAYESsche Regel, die für den zunächst behandelten 
Fall ein Beispiel für die Zusammensetzung von Wahrscheinlich- 
keiten ist, knüpfen sich Aufgaben, die um so eher eine besondere 
Besprechung rechtfertigen, als ihre mathematische Beurteilung so- 
wohl als auch die allgemeinen Gedanken, mit denen sie in der 
Litteratur auftritt, durchaus schwankend sind. 

Zunächst bleibt man nicht bei der Beurteilung der Urnen selbst 
stehen, sondern bezieht auch fernere Züge in die Rechnung, d. h. 
die Beurteilung, ein. 

E^ mag verstattet sein, von der Rechnung, die sich in den 
Lehrbüchern findet, abzusehen und nur das Resultat anzugeben. 
Angenommen, es seien nur zwei entgegengesetzte in den Rahmen 
unserer Voraussetzungen passende Ereignisse, Ei und E^ möglich^ 
man habe m mal Ei und n mal J?g beobachtet, so berechnet man 
für die Wahrscheinlichkeit, dafs nunmehr wiederum Ei eintrete, 
den Quotienten 

w-h 1 
m + n + 2' 



welc 



'IT den einfachsten Fall, indem wir wiederum an das 
beispiel anknüpfen. Es sei bei völlig unbekanntem Mischungs- 
•hältnia einmal gezogen und 1 «' Kugel das Resultat, Dann ist 
Wahrscheinlichkeit, im zweiten Zuge wieder ic zu treffen, |. 
Gegen dies Resultat — für einen speziellen Fall, — es ist da von 
Karten und nicht von Kugeln die Rede — , lehnt sich v, Kbies 
auf, und Stdmpi- stimmt ihm bei. In Wirklichkeit ruht die Lösung 
auf der Annahme, dafs bei einer beliebigen Anzahl von r Kugeln 
im Gi;färs die r -\- \ Ursachen möglich seien, die alle Mischungs- 
verhaltniHse nufzähleo. In die Beuhnung verwoben sind die Wahr- 
scheinlichkeiten VI und p, und es ist dazu Stellung zu nehmen, 
welche Bedeutung jenem Quotienten beizumesaon sein wird. Vor- 
wollen wir aber der Lösung entgegentreten, welche Stumfp 
;egeben hat, indem er jenen Bruch | durch die Wertung \ ersetzt. 
Die auf Poisson zurückführende Aufgabe hatte STtiMPF Ver- 
anlassung gegeben, wiederum auf die von ihm behauptete allgemeine 
Norm hinzuweisen, nach welcher den Mischungsverhältnissen a priori 
ungleiche Wahrscheinlichkeit zukomme. Es sollen die Binomial- 
koeftizienten die verseil iedenen Wahrscheinlichkeiten regulieren. 
Wir haben wiederholt betont, dafa eine solche Feststellung nur auf 
der Basis objektiver Annahmen zu rechtfertigen ist. Weder a priori 
in zeitlicher noch in irgend einer Bedeutung, weder für Kugeln 
noch für Karten, weder für Erscheinungen von naturhistorischer 
noch physikalischer Qualität läfst sich die Behauptung mit einer 
Spur von Recht aussprechen. In der logischen Disjunktion ist 
ohne eine Veranlassung, die von der Erfahrung ausgeht, nur das 
begrifflich Unterscheid bare zu setzen; die Disziplin selbst giebt für 
die Wahrscheinlichkeit der Erfolge als Norm, dafa diese sich mit 
den MischungaverhÄltniasen verändert, aber von der Permutation, 
aus der ein Umeninhalt hervorgegangen ist, ist diese Wahrschein- 
lichkeit selbst durchaus unabhängig, wenn nicht etwa die Kugeln 
gezwungen sind, in einer festen Anordnung zu erscheinen. Für 
diesen letzten Fall wird die BAVESsche Regel völlig sinnlos. Man 
denke sich irgend eine verdeckte Zahl, die nur die Ziffern 1 und 2 
enthalte, und es werde immer eine Ziffer gelüpft, wie soll man auf 
die folgenden Ziffern schliefsen ? Ein aoluher Schlufs wird nun von der 
BAVESscheD Regel immer beabsichtigt, wenn es sich darum handelt, 
aus einem oder mehreren Ereignissen auf die Wahrscheinlichkeit 
eines folgenden zu schliefsen. Wenn zwei Karten auf dem Tische 
liefen, die entweder beide rot oder schwarz oder beide verschieden 
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«ein können, so sagt Stumpf, nachdem eine schwarze gezogen wurde, 
seien von den vier Möglichkeiten 

r r, r 5, s r, s s 
nur noch zwei Möglichkeiten, die letzten beiden, übrig; also Wahr- 
scheinlichkeit für ein weiteres Schwarz |. War denn hier der 
Umweg auch nötig? Die logische Theorie hätte es doch viel ein- 
facher gehabt, zu sagen : Nun kann die nächste Karte nur das eine 
oder andere sein, also |. Poissok hatte, wie erwähnt, diese Wahr- 
scheinlichkeit mit I angegeben, eine Wertung, welche die herkömm- 
liche ist Wir geben zu, dafs ohne objektive Voraussetzungen das 
Beispiel den Anschein einer Vexieraufgabe erwecken kann; die 
Berufung auf den gesunden Menschenverstand mufs aber notwendig 
zu folgender Argumentation führen. Wenn schon ohne weiteres 
die Wahrscheinlichkeit daftir, dafs eine Karte, die ich aufdecke, 
r oder s sei, | ist, und wenn auch nach dem ersten Resultat s 
wieder die Wahrscheinlichkeit | hat, welchen Sinn hat die Aufgabe 
überhaupt? Und wenn ich auf der andern Seite zu der Wertung 
f komme, die nach Stumpf dem gesunden Menschenverstand zuwider 
ist, ist es dann möglich, diesem Resultat durch eine bestimmte, feste 
Annahme einen Sinn zu geben? Eine grofse Zahl von Mathematikern 
hat dies Resultat wiederholt, und trotz der allgemeineren Fassung 
der Auseinandersetzungen wird es wohl nicht unangemessen sein, 
hierher zu setzen, wie das „Problem^ nach seinem Oedankeninhalte 
vor dem gesunden Menschenverstände Lotzes besteht: 

„Wissen wir, in völliger Unkenntnis der bedingenden Gründe, 
nichts weiter, als dafs ein Ereignis E unter bestimmten Umständen, 
z. B. in einem gewissen, ausgezeichneten Zeitpunkt t, einmal ein- 
getreten ist, so kann es zunächst scheinen, als sei die Wahrschein- 
lichkeit, dafs es unter denselben Umständen ^) ein zweites Mal ein- 
treten werde, genau so grofs als die, dafs es nicht eintreten werde. 
Dennoch kann man so nicht rechnen, denn dann würde die beob- 
achtete Thatsache seines einmaligen Eingetretenseins ohne allen Ein- 
flufs bleiben, und da dieselbe Betrachtung dann auch nach mmaligen 
Vorgekommensein des Ereignisses gelten müfste, so würde man 
zuletzt selbst aus unendlich oft eingetretener Wiederholung des- 
selben seinen nächstmaligen Wiedereintritt nicht wahrscheinlicher 
finden können, als wenn es sich noch niemals zugetragen hätte. 



^) Vom Standpunkte der logischen Theorie, also bei gleicher Unkomtiiifl 
des Zusammenhaugs. 
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■ würde als offenbar widersinnig gelten können ; denn jede 
neue Wiederholung des Ereignisses ist eine neu hinzukommende 
AsHertiou des Fortbestehens der unbekaonten Ursachen, von denen 
es abbHngt, und mithin auch eine Steigerung der Wahrscheinlich- 
keit seiner künftigen Wiederholung. Man mufs also schon in dem 
ersterwähnten Falle so scliliefaen: Für den Eintritt sowohl wie für 
den Niehteintritt des E ist an sich die Wahrscheinlichkeit gleieh- 
grofs, aber ftlr das Dasein der Ursachen, welche E verwirklichen, 
spricht aiifserdem noch der eine beobachtete Fall seiner Verwirk- 
lichung; für das Dasein von Ursachen, die E hindern, spricht 
aafser der blufsen Möglichkeit nichts. Es sind mithin für den 
Wiedereintritt des E zwei günstige Gründe gegen einen für die 
Nicht Wiederkehr; da beide Wahrscheinlichkeiten sich mithin wie 
2:1 verbalten, ihre Summe aber = 1 sein mufs, so ist die der 
Wiederkehr von E = \.'* 

Diese AusHthrungen werden wenig befriedigen; auch Lotzb 
ist nicht ganz mit seiner eigenen Argumentation einverstanden, 
wie aus den sich unmittelbar an schli eisen den Worten hervorgehen 
dürfte : 

„Allgemein also: wenn ein Ereignis £ oder ein gewisser Kreis- 
lauf E gleicher Ereignisse »imal ohne Gegenbeispiel beobachtet 
worden ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs E in derselben 

Weise wiederkehren wird, - -r-s (Anm.: hier ist n = o); der Nenner 

enthiilt die Summe der denkbaren Fälle; denn nach w( wirklichen 
Fällen kommen immer zwei denkbare, Wiederholung und Nicht- 
wiederhwiung des E, hinzu; der Zähler zeigt, wie immer, die An- 
zahl der gdnstigen Chancen an. Ich überlasse dem Leser, 
ob diese ein fa che Ableitung der Formel ihm genügt; 
mir scheint sie nicht viel weniger überzeugend als 
die undurchsichtigere analytische Behandlung, durch 
die man sie gewöhnlich gewinnt" 

Uns sagt die allgemeine Fassung der ganzen D&rsteltnng 
nicht zu; der Schematismus der Disziplin ist ihr wesentlich vor- 
zuziehen. Sie überzeugt nicht, weil erat die Berufung auf die viel- 
malige Wiederholung desselben Ereignisses für LotzE den Grund 
abgiebt, dem Widersinn einer dann um so auffallenderen Wertung 
j aus dem Wege zu gehen, während doch bei der mathematischen 
Form der Aussagen, auch bei einer noch so kleinen Anzahl von 
Fallen, die Richtigkeit scharf und zwingend sich aufdrängen müfste. 
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Es läfst sich eben mit der DisJunktioD uichts anfangen, waan c 
Prädikate nicht zahlenmuraig völlig bestimmte EiöschrllnkungeB ] 
enthalten. Lotzbs Nachsatz, bei dem man an das Geschenk denk^ 
das er mit der Bezeichnung «Raumorde" der Raumtlicurie macht, J 
zeigt, wie unbehaglich er sich bei der Argumentation hel'undeu hat^f 
In Wirklichkeit setzt er sich, indem er die Alternative Wieder- f 
holung und NichtWiederholung filr die Rechnung als zwei gleich- 1 
wahrscheinliche Fälle anerkennt, mit seinen früheren scharfen Bft- ' 
Stimmungen über koordinierte Glieder in einen Widerspruch, dnn 
man sehr leicht aufdnden wird. Es lälet sich mit „denkbaren 
Fällen" nicht rechnen, es sei denn, dafs man „unter der AnDahine 
gleicher Wirklichkeit des gleich Möglichen" der Schulaufgabe die 
mathematische Bestimmung sichert, wfihrend im real gegebesät 
Falle diese „Wirklichkeit" der rechnungsmäfsigen EventunlitilteB 1 
irgendwie objektiv nachgewiesen werden mlifate. Wichtig ist UM 
das in Lotzes Darstellung implicite enthaltene Urteil des gesunden 
Menschenverstands, dtiTs man aus dem einmaligen Eintreten des einen 
von zwei kontradiktorischen Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeit 
vorher mit | berechnet war, auf eine grOfBere WahrscheinUchkdff 
der Wiederholung desselben Ereignisses und also auf eine geringei 
des entgegengesetzten schlierseu mufs, wobei ergänzend hinzugeßl 
werden mag, dafs der tichlufs Überhaupt sich als zulässig vorher atu 
zuweisen hätte. Lotzk sucht den Konsequenzen durch Hinweis avim 
eine grofse Zahl von Fällen auszuweichen, aber der gesunde Menschen* T 
verstand wird in dem Beispiele zweier Karten, deren Bildseite verborgflB 1 
ist, nach Aufdeckung einer s Karte, sofern llber deren HerkunftJ 
gar nichts gegeben ist, urteilen mllssen: ich weifs so wenig, ob d 
andere auch s ist, als ob sie rot ist. Weder die W'ertnng j 
noch die -| hat die geringste Bedeutung, wenn nicht ein« feal 
Voraussetzung über den Ursprung der Karten die Aufgabe bestim 
Wie in dem Schlufe von dem Urncninhalt auf die bevorstehend^^ 
Ziehungen in den Quotienten die Konkurrenz unter den poteutid 
liter vorhandenen ZUgen zum Ausdruck kommt, und so von ( 
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses — eben dieses bevürstebendett^ 
Geschehens — die Rede sein kann, so dUrfen auch die UrsachO) 
in der Rechnung nicht nach unserem nur logisch eiugeschrllnktfl 
Gutdünken berlicksichtigt werden, sondern sie sollen in Wirklii^ 
keit so zur Auswahl gestanden haben, wie die Zahlen sie ansetsei 
Will Jemand ohne ein Datum raten oder wetten, so kann ket| 
Zweifel darüber bestehen, dafs die Chancen völlig gleich sin 
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I-Betracht. Nun hatte die 



i Karte die Wahrsclie 
der Kombination r s, 



liclikeit 



oenn filr den Wettenden genügt, dafs der Gegenkontrahent ebenso 
wenig von der Karte weifs, als er selbst. Wissen beide, dafs nr- 
eprünglich vier Paare Karten nach der SixiMPFöchen Aufstellung 
vorhanden gewesen sind, und ein Paar auf gutes Glück heraus- 
gegriffen ist, 80 sind die Chancen zu gewinnen und die Chancen 
für daa Ereignis dieselben, und die Wette bleibt al pari. Wenn 

Iir ursprünglich drei Kartenpaare vorhanden waren , so kommen 
•h dem Anblick der s Karte nur die beiden Kartenpaare 

man sieht also, wofern die Gröfsendlfferenzen in den Quotienten 
irgend einen Sinn für das Urteil haben sollen, dafs man es für 
wahrscheinlicher ansehen mufs, die Kombination S5 getroffen zu 
haben. Diese beiden Quotienten gehen zugleich auch das Verhältnis 

1:J=1:2 
eben der Wahrscheinlichkeiten, eine r oder nocli eine s Karte vor 
sich zu haben, und da sie beide sich zur Einheit ergänzen mttssen, 
so ergeben sich die Brüche ^ für rot und ^ für schwarz. Merk- 
würdigerweise findet Stumpf dies Resultat im Widerspruche auch 
mit seiner logischen Theorie, die ohne Datum genau so schllelsen 
raüfste. Dem gesunden Menschenverstand kann man beruhigt die 
Frage vorlegen: Hier sind 2 s oder 1 r- 1 ,f Karte; 1 .i wurde aut 
gut Glück gezogen. Was ist nun wahrscheinlicher: dafa man es 
mit den 2 s Karten oder der andern Kombination zu thun hatte? 
Die Antwort kann nur in einem Sinne ausfallen. Die logische 
Theorie bedarf keiner Angabe über den Ursprung; sie läfst sich 
an der Disjunktion genügen. Ich gestatte mir die Frage: Macht 
es logisch einen Unterschied, ob ich sage: Von zwei Karten ist 
eine rot, die andere schwarz, oder ob ich die PrMdikate in anderer 
Folge setze? Ist die Perrautation eine logische Operation, oder ist 
sie in der Anschauung gegründet? Möglich, dafs der Begriff der 
Logik einer Erweiterung bedarf, da kein Vers tan desge brauch ohne 
die Anschauung denkbar ist, aber wenn man die Formen des 

mkens abstrahiert, so ist die Disjunktion: 
S ist entweder p oder P 

I der andern: 

S ist entweder P oder p 
ihrer aufseren Form wohl, aber nach ihrer logischen Be- 
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deutung nicht zu unterscheiden; sie kann also, je nach der einen 
oder andern Fassung, unmöglich einen Unterschied in logischen 
Zusammenhängen bedingen, so wenig als arithmetisch die Summen 
p^ P oder P + p, wo sie im Urteil ein Element bilden, im Facit 
eine Differenz hervorrufen können. Mit dem gesunden Menschen- 
verstand kann auch die Wertung \ nicht aussöhnen, und v. K&ies 
beging eine Inkonsequenz, wenn er zu demselben Beispiele schrieb: 
„Der unbefangene Leser wird, wie ich glaube, sagen, dafs die 
Karte ebensowohl rot wie schwarz sein könne, dafs also die 
Wahrscheinlichkeit beider Annahmen gleich, mitdem 
Werte | anzusetzen sei." Wer nicht zugiebt, dafs man vor 
unbekanntem Mischungsverhältnis die Wertung \ für eine Kugel 
oder Karte gebrauchen darf, der ist nach dem Zug von einem 
Individuum in derselben Situation, in der er vorher war. Ich kann 
einen Unterschied nicht erblicken, nur dafs sich die Zahl der In- 
dividuen um eins verringert hat, und dafs ich dieses kenne. Anders 
liegt die Sache, wenn man berechtigt ist, vier Kombinationen voraus- 
zusetzen, aus denen eine absichtslos genommen ist; so würde man 
nach Aufdeckung einer s Karte sicher sein, eine der Kombinationen 

r 5, s r, SS 
vor sich zu haben; hier konunt den beiden ersten Kombinationen 
die Wahrscheinlichkeit 

1 . 1 4_ 1 . 1 — 1 

der letzten die gleiche Gröfse -^«l^^-J zu, so dafs man auch auf 
die gleiche Wahrscheinlichkeit der s und r Karte kommen mufs. 
Giebt man den Übungsaufgaben der Lehrbücher nicht den 
Sinn, dafs sie sich ihre Voraussetzungen eigenmächtig stellen, wie 
mathematische Aufgaben anderer Natur auch, so imputiert man 
ihnen Fiktionen, mit welchen hinwiederum in schematischen 
Urteilen nur der Irrtum grofsgezogen werden kann. Die Fiktion 
wird erst erlaubt sein, wenn man mit der Wirklichkeit zu thun 
hat, und es ist ebenso banal als wichtig, dafs man dann auf der 
Höhe der Konsequenzen nicht vergifst, wie der Untergrund be- 
schaffen ist. Wofern nun hier gelegentlich der BAYBSSchen R^gel^ 
die sicherlich an das Verständnis erhebliche Anforderungen stellt, 
Stumpf sich genötigt sah, eine Fiktion als Denknotwendigkeit 
zu erbieten, so ist ihm leider entgangen, dafs er für jenen einzigen 
Fall zwar eine Kongruenz mit dem „unbefangenen Verstand", wie 
V. Kbies sich ausdrückt, herstellt, dafs aber die unendliche Fülle 
anderer Aufgaben nicht blofs den „unbefangenen**, sondern auch 
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deu gesunden, unterricliteten Verstand in Schwierigkeiten veraetzt, 
wenn man seine Lösung nicht etwa zugiebt, sondern nur in ihr 
eine plausible Fiktion erblicken sollte. Wir wollen ihm vorerst 
selbst das Wort geben : 

„Wird aus einer Urne, von der wir wissen, dafs sie l tv 6 s 
Kugeln enthält, eine tr gezogen, so finden wir keinen merklichen 
AnlaTs zur Verwunderung. Wissen wir, dafs 1 w 100 s darin sind, 
so stiehlt sich vielleicht schon ein leiser Aufruf von den Lippen, 
und kommen gar auf 1 w eine Million s, so wird wenigstens der 
gewöhnliche Mann, wenn beim ersten und einzigen Zug «■ erscheint, 
kopfschüttelnd behaupten, dafs es nicht mit rechten Dingen zugehe." 

Wir halten diesen Argwohn des gemeinen Mannes mit Stukp? 
für durchaus begründet, obwohl ja bei derartigen Kuriositäten des 
ZufalU immer auch zu berücksichtigen ist, was erwartet wurde. 
Wenn von 100000 Spielern der Ä in Berlin das grofse Los ge- 
winnt, so ist das dem B in Magdeburg völlig gleichgültig. Jeder- 
mann weifs auch, dafs es mit rechten Dingen zugegangen ist; nur 
A und seine Freunde sprechen von dem Zufall, der noch gröfser 
erscheint, wenn A zum erstenmal spielte und das Resultat mit 
Sicherheit vorher behauptet hatte. Eben dafs A gewinnen würde, 
war vorher sehr unwahrscheinlich, aber doch nicht mehr wie bei jedem 
andern auch. Gewifslich gewinnt jeder Finzelne das grofse Los mit 
minimaler Wahrscheinlichkeit, die richtig beurteilt ist, aber er 
gewinnt's doch, und es mufa so sein. Vielleicht ist kein Mensch 
auf Erden, der nicht bei näherer Überlegung einen oder mehrere 
Wendepunkte in seinem Schicksal auf den Zufall zurückzuführen 
vermöchte. Man könnte mit solchen merkwürdigen Zufällen Bände 
füllen , und doch würden sie nicht das im trivialen Geleise der 
Alltäglichkeit sich bewegende normale Geschehen aufwiegen, für 
dessen Niederschrift das Papier und die Tinte nicht ausreichen. 
Also ist unser Urteil über die Unwahrscheinlichkeit merkwürdiger 
Fälle durchaus gerechtfertigt, obzwar sie, wie schon aus der Existenz 
de« Begriffs folgt, der kein rein apriorischer, sondern von der 
Wirklichkeit abstrahierter ist, sich thatsächlich ereignen. 

Man nehme nun einmal an, man habe aus einer Urne eine 
Million weifser Kugeln gezogen und leye sich die Frage vor, wie 
wahrscheinlich es wohl sei, dals die letzte noch vorhandene, die 
lOOÜOOlte Kugel s oder «■ sei, wenn die Voraussetzung gilt, dafa 
r Inhalt der Urne bis auf die Zahl und die beiden Möglichkeiten 

. WithrMheiDlichkoitnechnuiK;. 14 
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s oder w vorher unbekannt war. Niemand wird behaupten, dafs 
diese Aufgabe irgendwie anders beschaffen sei, als für den ein- 
fachsten Fall, den wir besprochen haben. 

Nach Stumpf würde hier gelten müssen, dals die Kombina- 
tionen, welche noch eine w oder s Kugel zulassen, ungleich wahr- 
scheinlich wären, dafs es demgemäfs gleichwahrscheinlich sei, als 
letzte Kugel s oder w zu treffen. So würde, wie ich überzeugt 
bin. Niemand urteilen. Die gewöhnliche Rechnung mit der von 
Stumpf beanstandeten Wertung 

m + 1^ 1 000001 

w + 2~ 1000002 

für den letzten Zug einer w Kugel dürfte doch dem gesunden 
Menschenverstand viel eher entsprechen ; denn dafs die eine s Kugel 
an letzter Stelle erscheint, hat durchaus nach dem Urteile des ge- 
meinen Verstandes und nach dem der Rechnung dieselbe Widu*- 
scheinlichkeit, wie dafs sie ohne Obwalten unrechter Dinge an 
erster Stelle auftritt. 

Wir bestreiten nun, ohne seine feste, in Voraussetzungen 
ruhende Basis, den einen Quotienten | wie den andern. Der 
erste ist, wie auch Stumpf zugeben wird, dem gesunden Verstand 
zuwider, der letztere entspricht ihm zwar scheinbar, aber die Wer- 
tung in den Zahlen des Quotienten schwebt völlig in der Luft; sie 
bedeutet einen Mifsbrauch der Mathematik, sofern sie exakte Urteile 
vermitteln soll. Stammt die Urne aus einem Vorrat von Urnen, deren 
jede nur 10^ w und 1 s Kugel enthielt, so haben wir allerdings einen 
merkwürdigen Zufall vor uns, wie in dem anderen Falle, der 
der STUMPFschen Ansicht über die Mischungsverhältnisse entspricht. 
Im ersten Falle ist die Wahrscheinlichkeit fUr 1 s die OewiCsheit 
= 1, im letzteren ist sie = y ; kurz, hier liegt ein Paradoxon vor, 
das nur dadurch zu beheben ist, dafs jeder Quotient, der über- 
haupt aufgestellt werden darf, auch die objektiven Grundlagen zum 
Ausdruck bringen mufs. Dann hebt sich der Widersinn, auch 
wenn uns die Wirklichkeit desavouiert. Das Urteil war richtig, 
aber es war nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage. 

Das scheint uns die Aufgabe der Erkenntniskritik: nicht das 
Kleid für den gesunden Menschenverstand seinen Urteilen an- 
zumessen, sondern seine Urteile zu prüfen, zu korrigieren und ihm 
nicht ein Gewand, sondern einen Boden zu verschaffen , auf dem 
er einherschreiten kann. 
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Der Quotient 

1000001 



1000002 

entsprach dem gesunden Verstand, aber ob er richtig war, ist eine 
ganz andere Frage. Wir wollen nicht Wahrscheinlichkeiten schätzen, 
sondern sie sollen gemessen werden. Wo auf Grund der üblichen 
Fiktion gleichwahrscheinlicher Mischungsverhältnisse sich plausible 
Quotienten einstellen, da bestreiten wir die Bedeutung der Zahlen, 
welche auftreten. Der gesunde Verstand ist gar nicht imstande, 
sein Urteil an den Zahlen mit ihren feinen Differenzierungen auch 
nur entfernt zu messen. Er reagiert nur auf grobe Unterschiede, 
wie sie uns jene Wertung ^ zumutet. 

Unsere bisherigen Beispiele bewegen sich durchaus innerhalb 
der Sphäre, an welche sich die Entwicklung des mathematischen 
Wahrscheinlichkeitsbegriffs von dem ersten Ursprung der Disziplin 
knüpft. Die Aufgaben , die wir besprochen haben , machen selbst 
die Erwähnung eines allgemeinen Prinzips, nach welchem wir die- 
jenige von zwei Ursachen für wahrscheinlicher halten, für welche 
wir einer Wirkung die gröfsere Wahrscheinlichkeit zusprechen, 
wenn sie gewifs wäre, nicht notwendig. Wohl aber beweist der 
nach diesem Satze entwickelte Quotient, sofern er mit dem auf 
andere Weise gewonnenen Resultat übereinstimmt, aufs neue die 
Zweckmälsigkeit der ursprünglichen Festsetzungen. Nehmen wir 
an, man habe eine Anzahl von n verschiedenen Urnen, aus welchen 
eine weifse Kugel hätte gezogen werden können, und es sei nun 
eine solche wirklich gezogen; war dann fbr irgend eine bestimmte 
Urne fhr diesen Erfolg die Wahrscheinlichkeit 

ff» 
m 

«o ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs sie im Spiele gewesen ist, 

gy fnpt pt 
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wo nur voraoageaetzt ist, dafs der Nenner aller Quotienten p, der- 
selbe ist ; eine Annahme, die in Oemäfsheit der ersten Festsetzungen 
nur von formal-arithmetischer Bedeutung ist. Wir haben es, 
obwohl wir den Anspruch erheben, dafs wirkliche Fälle gezählt wer- 
ben, in den Besoltaten nur mit Quotienten zu thun. Nennt man 
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den Bruch -^^ mit einem Zeichen c5y, so bedeutet dasselbe die 

2p, 

1 

Wahrscheinlichkeit, dafs eine weifse Kugel aus der Urne gezogen 
worden ist , in welcher das Verhältnis ch : m das der weiEsen zur 
Zahl aller Kugeln angiebt. Will man nun irgend ein Elreignis be- 
urteilen, das nach dem Zuge einer weifsen Kugel die Wahrschein* 

lichkeit pi, p'^^ p\ pn haben würde, je nach der Urne, welche 

in Frage ist, so wird man diese Gröfsen verschieden anzusetzen 
haben, je nachdem man die Kugel vorher wieder in die Urne ge- 
legt hat oder nicht. Im ersten Falle stinmien sie ersichtlich mit 
den Gröfsen 

m ^ 

überein. Allgemein erhält man als Wahrscheinlichkeit P eines auf 
den Zug einer weifsen Kugel folgenden Ereignisses nach den 
Regeln der Rechnung 

P== (5j ^j 4- c3ai?'2 H h (anp\ = ^üvp'vj 

1 

eine Formel, die mit den Resultaten aus dem BAYBS-LAPLAOBSchen 
Satze völlig identisch ist. 

Für das disjunktive Urteil, auf welches man jede mathematische 
Wahrscheinlichkeitsaussage reduzieren kann, hat dieser Satz, wie 
man leicht einsieht, nur mittelbar Bedeutung. Es knüpfen sich an 
die Aussage: 

ein bestimmtes 8 entstammt Pj oder Pg oder Pg« • • • oder P«, 
wiederum soviel mitverwertbare Bestimmungen: 

Pv enthält ttv X Ä„ ß, X /Sa, y,XS^ Q^XS^y 

als Glieder P vorhanden sind. 

Zieht man alle hier möglichen Disjunktionen in eine zusammen^ 
so erhält man das Urteil: 

irgend ein S ist entweder ein 8i von («i + ag ... 4- On) Si 

oder „ S2 „ (ßi+ß2+'"+ßn) St 

» 1» ^A* » (^i + PaH h^)Ä^ 

Wenn es sich in der That nur um logische Zusammenhänge 

handelte, so würde man z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, da(& 

S ein Si ist, auf Grund der logischen Theorie durch den Qaotienim 'i 
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2tt + 2ß + Sy-i h^p 

bestinunen müssen. Das will auch Stumpf nicht, der alle objektiven 
Daten anerkennen und nur die Entscheidung auf Grund der Dis- 
junktion ftir den äufaersten Fall und daher auch im Interesse der 
Allgemeinheit des Begriffs sich reservieren will. Aber gerade die 
BAYESsche Regel bietet von neuem den Anlafs, gegen die Ansicht 
Front zu machen, als könne die Disjunktion allein den mathe- 
matischen Gang von Wahrscheinlichkeitsurteilen vorschreiben. Mit 
der Inkonsequenz, die darin liegt, in dem vorliegenden Falle, aufser 
der Disjunktion, welche die verschiedenen möglichen Mischungs- 
verhältnisse indiziert, eine Reihe von anderen Annahmen zu machen, 
die reale Verhältnisse fingieren — die Fiktion liegt nicht allein in 
den Permutationen, mit welchen man hier aus logischen Gründen 
allein nicht rechnen darf, sondern schon die Zusammensetzung 
der Ereignisse bedingt objektiv nachweisbare Annahmen — , mit 
jener Inkonsequenz also wollen wir nicht rechten. Aber mit der 
BAYEsschon Regel hebt auch in den allgemeinen Lehrbüchern der 
Disziplin eine Freiheit im Gehrauch der Möglichkeiten an, die vor 
der Kritik nicht standhält, und den Vorwurf" der Willkür nicht 
unberechtigt erscheinen lässt. Es wird sich überhaupt fragen, ob 
sie imstande ist, die Brücke zur Wahrscheinlichkeit, welche man 
im Sinne der auf Erfahrungen ruhenden Bestimmungen a posteriori 
nennt, zu schlagen. 

Schon oben haben wir ein paar Worte über die Terminologie, 
welche die beiden klassischen Bezeichnungen der Philosophie in 
den Dienst der Disziplin stellt, gesprochen. Diese erhebt den An- 
spruch auf das Prädikat „mathematisch". Soweit sie das wirklich 
ist, sind ihre Operationen a priori im Sinne Kants: „Mathematik 
und Physik sind die beiden theoretischen Erkenntnisse der Ver- 
nunft, welche ihre Objekte a priori bestimmen sollen, die ersteren 
ganz rein, dann aber auch nach Mafsgabe anden-r Erkenntnis- 
quellen als der Vernunft." 

Was die Disziplin an Daten gebraucht, ist allezeit von empiri- 
schem Charakter. Jedes Urteil aber, das sie l^llt, ist apriorischen 
Ursprungs, denn weder in den Kugeln noch in den Würfeln liegt 
eine Nötigung, so zu entscheiden, wie wir es mit den Quotienten 
in der That beabsichtigen. Soll eine Parallele gezogen werden, so 
kann man mit der Physik vergleichen. Selbst der freie Fall ist 
der mathematisclien Behandlung nur auf Grund empirischer Daten 
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zugänglich, aber hier ist noch ein wesentlicher Unterschied, der 
nicht übersehen werden darf. Wenn wir die Fallgesetze induktiv 
ableiten, so hat die Erfahrung, deren wir hierzu bedürfen, in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung selbst kein Analogon. Vielmehr entsprechen 
sich die Angaben, die wir etwa von dem frei fallenden Körper in 
Bezug auf die Fallhöhe verlangen, und die Daten des Wahrschein- 
lichkeitsansatzes. Stumpf hat recht, wenn er annimmt, dafs die 
Beurteilung der Daten nur auf logischem Unterbau beruht, aber 
damit können nur „transscendentale" Faktoren gemeint sein und 
nicht Bilder, Typen aus der formalen Logik, in welchen unsere 
Unkenntnis in absoluter, unabänderlicher ELrystallisation erstarrt 
ist. Die empirischen Daten müssen zureichend sein, d. h. sie 
müssen die mathematische Behandlung gestatten durch das, waa 
sie enthalten, nicht aber auf Grund von Eigentümlichkeiten, die 
sie nicht enthalten, und deren Mangel die Rechnung selbst zu einer 
inhaltslosen macht. Die Festsetzungen, welche getroffen sind, haben 
die Bedeutung einer sehr zweckmäfsigen Maxime unserer Vernunft, 
die vor der Prüfung der Kritik sich nicht als erkenntnistheore- 
tische Notwendigkeit bewährt. Die ganze Disziplin, wo man 
ihr nahetritt, hat durchaus den Charakter eines Instruments, mit 
welchem der Erkenntnis Dienste geleistet werden auf Durchgangs- 
stationen, die von der Unmöglichkeit eines sofortigen Übergangs 
aus dem Ungewissen in die Halle des Wissens aus praktischen 
Gründen bedingt sind. Jene Festsetzungen sind nur verbindlich 
für den, der sie anerkennt; dieser aber hat sich in ihrem Banne 
lediglich auf apriorischen Geleisen fortzubewegen. Die Notwendig- 
keit, mit welcher sich der Train in der künstlich hergestellten Bahn 
fortbewegt, ist nicht anders beschaffen als diejenige, welche den 
Weg des geworfenen oder fallenden Körpers völlig bestimmt Der 
Eisenbahnzug kann entgleisen, wie der Stein von seinem Wege 
abgelenkt werden kann ; das alteriert nicht den Zwang des a priori, 
mit dem wir die Gesetze der Physik sich erfüllen sehen. Die 
Rechnung der Wahrscheinlichkeiten bewegt sich in einem künst- 
lichen Geleise, das wird Niemand bestreiten; aber wie der Bahnbaa 
die Gesetze der Physik voraussetzt, so verlangt auch hier der Be- 
griff des Wahrscheinlichen, dafs die Wege auf dem Boden des ge- 
sunden Verstandes und nicht in der Luft — mit Münchhausenschem 
Material — chaussiert werden. Der allgemeine Begriff der Wahr- 
scheinlichkeit war einer mathematischen Behandlung unzugänglich; 
wir können logische Beziehungen nicht exakt wägen; wenn wir 
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V6rtrsuen durch einen Quotienten markieren wollen, w lut 
er ein Mittel, unsere Gedanken, gegenüber anderen, nach einer 
willkürlichen Schiltzuiig zu präzisieren , aber mit solchen Quotienten 
fDnnen wir nicht weiter rechnen, und den Anspruch auf Würdigung 
i Bausteine einer exakten Disziplin können sie nicht erheben. 
Sind die Umenheispiele wirklich typische Repräsentanten der 
Igen, weiche die Disziplin zu lösen hat, üo kann es sich Überall 
um Beurteilungen von Ereignissen handeln-, das Faktum, 
elcbes nicht mehr zu andern ist, unterliegt einem solchen Urteil, 
Hern wir über die Art seiner Entstehung eben die objektiven 
Foraussetzungen erfüllt sehen, welche den Quotienten uuszuli.iscn 
utande sind. Ist es eiagetreten, so kann ein minimaler Quotient 
die Aufgabe nahelegen, jene Voraussetzungen nochmals auf ihre 
Richtigkeit zu prüfen; allgemeine Untersuchungen darüber, bei 
welchem Quotienten wir dieselben mit einem absoluten Zweifel an- 
zusehen haben, kann es aber nicht geben. Man mtilste neue Be- 
stimmungen vereinbaren, bei welcher Wahrscheinlichkeit man den 
Zweifel anheben lasaen wollte ; oder wir miilsten geradezu die Dis- 
ziplin selbst wieder aufheben, welche die mit noch so geringer 
Wahrscheinlichkeit gewerteten Fälle in die Rechnung als mögliche 
miteinbezieht. 
L Überall also, wo die Disziplin eingreift, handelt es sich um 
Hpe pArt eines ZuBtandckomniens" , niemals um rein logische Akte; 
Kb sei denn, dafs wir unsere Wahl selbst beurteilen, die es mit lauter 
nicht unterscheidbaren Prädikaten zu thun haben kann, und deren 
Entachetdung im idealen Falle eine Suspension aller verstandes- 
mäläigen Erwfigungen bedeutet, so dufs man gut thut, mit Los und 
Würfel die Verantwortung von sich abzuwälzen oder mit Qretchen 
die Sternblume zu zupfen. Er liebt mich — lieht mich nicht — 
auch das ist eine gute Disjunktion. 

In der L*PLACK8chen Definition wurden die Aussagen abhängig 
gemacht von dem „Wissen und dem Nichtwissen". Wie das Wissen 
beschaffen sein mufs, glauben wir gezeigt zu haben, und die ersten 
Beispiele der Disziplin dürften beweisen, dafs auch Laplacb nicht 
an die Verallgemeinerung gedacht hat, welche eine individuelle 
Bedeutung der Disjunktionselemente nicht mehr verlangt, sondern 
sich mit allgemeinen Begriffen begnügt, wie sie das disjunktive 
Urteil in jeder Einteilung herzählt. Wenn er für das Kreuz- und 
Pfeilspiel auf die kleinen Unregelmäfsigkeiten hinweist (S. 185), 
welche den W'urf beeinflussen, obwohl man vorher eine vollkommene 
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Gleichheit der Chancen angenommen hat, so will er den Quotienten 
I gewahrt wissen: 

„parce que dans Tignorance oü Ton est de la face que cette 

in^galitä favorise; autant la probabilitä de rövönement simple est 

augment^e, si cette in^alitä lui est favorable, autant eile est 

diminu^e, si cette in^galitä lui est contraire"; 

indessen hat er es mit einem Spiel zu thun^ für das die Chancen 

gleich bleiben, sofern die Spieler gleichviel und gleichwenig wissen. 

Er leitet mit dem Beispiel über zu Untersuchungen, welche aus 

den Erfolgen auf die Wahrscheinlichkeit zu schliefsen lehren. 

Es ist verwirrend, solche Untersuchungen an Beispiele an- 
zuknüpfen, welche auch in der Beschaffenheit der Objekte mathe- 
matische (Gestalt) und ideale physikalische Voraussetzungen (z. B. 
Homogeneität) bedingen. Gleichwohl dienen sie, wie hier Laplace, 
vielen Schriftstellern zur Überleitung auf das Gebiet der Wahr- 
scheinlichkeit a posteriori, deren empirischer Charakter da aufhört, 
wo die Quotienten der Disziplin auftreten. Man thut gut, wie wir 
wiederholen, die Bezeichnung a posteriori nur zeidich aufzufassen 
und sich mit den UnvoUkommenheiten , die ideale Annahmen und 
natürliche Qualitäten immer voneinander scheiden, nicht in der 
Theorie selbst aufzuhalten. Man kann einen Würfel nicht durch 
den Zufall prüfen ; die Abweichungen, welche der Satz des Bebnoülli 
berechnet, sind nur wahrscheinliche, und es giebt kein Mittel, zu 
entscheiden, was auf Bechnung des Objekts und auf die des Zu- 
falls kommt. Bei so thörichten Fälschern, wie sie der Abbä Galiaki 
an einem Repräsentanten kennen lernte, bedarf man des Rechen- 
stifts nicht, und bei kleinen Differenzen giebt das Spiel keinen 
Aufschlufs. Man möge die Objekte selbst prüfen, wie jeder Beob- 
achter sich erst durch eingehende Untersuchung der Zuverlässigkeit 
seiner Instrumente versichert. 

Wir wollen annehmen, es sei uns ein Körper gegeben , von 
dem wir nur wissen, dafs er, geworfen, auf einer von zwei flächen 
zur Ruhe kommen kann, welche mit den Zahlen 1 und 2 bezeichnet 
sein mögen. Femer sei uns bekannt, dafs dieser Körper ohne 
irgend eine Absicht hergestellt worden ist, während thatsächlich 
die Möglichkeit vorlag, 1 und 2, d. h. einer jeden von beiden Seiten 
irgend eine Wahrscheinlichkeit zwischen und 1 zu geben, und 
zwar einen jeden Quotienten nur auf eine einzige Weise. Wir 
fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dafs im ersten Wurf eine 1 
falle. Sie ist offenbar bei der völligen Symmetrie aller Möglich- 
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wird maD sofort emaehen, nämlich, dals man 
mit diesem Quotienten nicht weiter rechnen kann, wenn nicht 
wieder eine neue Körperfoi-m vorliegt, und dafa man eine un- 
geheure Zahl von Versuchen machen mllfste — immer aber ein- 
geschränkt durch unsere Voraussetzungen — , um z. B. den 
Bebnoclli sehen Satz anzuwenden. Will man für jenen Wert | 
einen Nachweis, so giebt ihn die Grundlage der BAVESschen Regel. 
Nehmen wir vorübergehend an, dafs tür die Wahrscheinlichkeit der 
Ursachen n -\- l gleichberechtigte Annalinien hei Einschlufs der Gren- 
veretattet seien, so ergiebt sich für den Wurf einer 1 die Summe ; 
1,12, ,1 « _«(M+l)_m+^) 



a-n" 



-0 + ^ 
n 1 

ein Wert, der iUr ein unendlich grofses n gegen J konvergiert. 
Kein Zweifel, dafs unter entsprechenden Voraussetzungen auch für 
den beliebigen Sechsflächner sich der Wahrscheinlichkeitsquotient J 
ergeben würde, aber ohne die objektiven Annahmen würden wir 
80 wenig bei 24000 ala bei Millionen von Würfeln zu erwarten be- 
rechtigt sein, dafs nahezu der sechste Teil mit der Seite 6 auf dem 
Boden liegt, wie Stumpf ea lediglich auf Grund unserer Unkenntnis 
annimmt W'ie in unserem einfacheren Beispiele mufa auch bei den 
Würfeln die Möglichkeit abgeschnitten sein, dafs sich dieselben 
Würfelformen in unberechenbarer Weise wiederholen, dafs also für 
die Wahrscheinlichkeit der Ursachen wiederum verschiedene Werte 
zu setzen wären, ohne dafs man abermals von einer völligen Sym- 
metrie der Möglichkeiten sich überzeugt hielte. Wir vermeiden 
gern, zumal in dieser Disziplin, von einer theoretischen Bedeutung 
im Gegensatz zur Praxis zu sprechen. Die Aufgaben, mit ihren 
schier unerfüllbaren Ansprüchen, ob sie in Wirklichkeit vorkommen 
können oder nicht, sind uns hier nur Mittel zum Zweck. Wir 
wollen ernjitteln, welche Grundlagen für das Urteil zu fordern sind, 
damit man wisse, warum und was gerechnet wird. Die Schwei-- 
t^Iligkeit aller dieser Auseinandersetzungen geben wir zu; die 
Theorie der Möglichkeiten hat es viel leichter. Wenn man mit 
der Disjunktion zu stände gekommen ist, so t^ngt man an zu 
rechnen. Unser Beispiel, das einen stetigen Verlauf der Walir- 
echeinlichkeiten zwischen und 1 setzt, läfst sich mit Hülfe der 
Aoalyais leicht weiter führen. Ist einmal 1 gefallen, so wird die 
Wahrscheinlichkeit für den nächsten gleichen Wurf \ , und nach- 
dem in M» -|- ti Würfen mX-l, nX2 gezählt wurde, gilt für die 
Wahrscheinlichkeit, dafs wieder 1 getroffen wird, obiger Quotient: 
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m+1 
m + n + 2' 

Machen wir uns hing^en von den Voraussetzungen insoweit 
firet« dji& wir Yon zwei Ereignissen Ei und E^ nur wissen , dafs 
entweder das eine oder das andere notwendig eintreten mufs, dals 
die Walirsdieinliclikeiten, welche die konstanten Bedingungen, eben 
die Ursachen y welche innerhalb des wechselnden G-eschehens be- 
steh«! bleiben, den Ereignissen erteilen würden, sofern wir sie 
genau zu erkennen vermöchten, iigend einen Wert zwischen 
und 1« die Orraizen mit eingeschlossen, haben könnten und einen 
bestimmten Wert also wirklich repräsentieren, so haben wir viel 
mdur vorausgesetzt, als gemeiniglich bei der Anwendung der 
BjLYCSschen R^el gegeben ist 

Man weifs meistens nicht sicher, dafs der Spielraum der Wahr- 
scheinlichkeiten den ganzen Bezirk der echten BrtLche mit seinen 
Grenzen wirklich abgiebt und kennt auch für ein engeres Intervall 
die Grenzen nicht; man weifs nicht, dafs konstante Bedingungen 
wirklich vorhanden sind, geschweige, dafs man die Gleich Wahr- 
scheinlichkeit derselben innerhalb der Möglichkeiten nur zu dis- 
kutieren sich bemühte. 

Wenn nun auf Grund unserer letzten Voraussetzungen Ei 
Mimal eingetreten ist — sagen wir m sei 100 — , so ist der berechnete 
Quotient 

101 

t\ir die Wiederholung des Ei sehr plausibel, wie auch nach ein- 
maligem Konstatieren von Ei an dem Bruche -f vom gesunden 
Menschenverstände nicht gemäkelt werden wird. Aber sollen wir 
uns nur durch die Thatsache blenden lassen, dafs der gesunde Ver- 
stand nicht opponiert? Mit nichten, die Konkordanz ist ja nur 
scheinbar. Man versehe den Verstand mit etwas mathematischer 
Anschauungsweise, so wird gefragt werden: Warum -[^ und nicht 
AVo ^^^^ sonst ein Bruch, der nahe der Einheit liegt? Weist 
dit^ Zahlen im Zähler und Nenner nach, nicht dafs man sie Air 
|)dau^bel halte, sondern dafs man sie und keine anderen für not- 
wt^iulig halte. 

Wer die Schätzung des gesunden Verstands als Kriterium 
vv««i Urteilen in mathematischer Form gelten läfst, der würde der 
M^lh^^matik in sehr vielen Fällen gar nicht mehr bedUrfen« Dem 
^V4\^ des Pythagoras wird auch beim Anblick der Figuren der 
I^VMik^U0 Mann nicht widersprechen. Also wozu bedarf es des 
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exakten Beweisee? Die erste Frage lautet also: lat die Rechnung 
richtig, und welches Bind die Elemente, die verwandt worden sind? 
Diese mUsüen objektiv nachweisbar sein, wenn man wirklich die 
Wahl-Schein liebkeit eines Ereignieaee anzugeben hat; sie aind ledig- 
lich fiktiv, wenn wir uns auf die Disjunktion allein verlassen. Erst 
in zweiter Linie und mit Rückaicht darauf, dafs unsere Rechnung 
eine konventionell begründete ist, iäfst sich die Frage stellen ; wie 
verhält sich zu den Ziihlen der gemeine Veratand? Man verfilbrt 
wie die Scholastik, welche zwischen Glauben und Wissen vermitteln 
will, aber von vornherein den Kirchenglauben mit dem Charakter 
absoluter Wahrheit vornuasetzt, nach dem sich das Wissen zu 
richten hat, wenn man angesichts der grofsartigen Entwicklung 
der Disziplin sich des Rechts begiebt, von ihr zu verlangen, dafs 
sie ihre Zahlen nachweise. Haben wir ein Recht zu der Rechnung 
mit Einheiten, die nur in unserer Einbildung bestehen, so raufa 
auch dem Philosophen des Unbewufaten gestattet sein, „mit der 
Wahrscheinlichkeit 0,99999il9999 auf das Mitwirken geistiger Ur- 
sachen bei der Embryo-Entwicklung" zu schliefHen, und wir ver- 
stehen nicht, warum Stumpf hier einen Fehlschlufs konstatiert, wenn 
er die Form des Schlusses korrekt findet {S. 38). Eben die Form 
der Argumentationen ist durch die Theorie der Denkmöglichkeiten 
immer gewährleistet; wir zweifeln auch daran nicht, dafs der ge- 
sunde Veratand Schwierigkeiten hat, bei plausiblen Zahlen die Ein- 
wände der Kritik zu würdigen. 

Indem Stumpf sich bemühte, die Wertung j fUr den Zug einer 
\o Kugel bei unbekannter Mischung durch Rechnung zu retten, hat 
er sich dem gewöhnlichen Urteil gefällig erwiesen, das sagen wird: 
j ist der indifferente Werl, der einem bestimmten Zustande dea 
Denkens entspricht. Wie man auch hin- und herwägt, die Un- 
entschieden hei t nach der einen und nach der andern Seite kann 
nicht aus dem Gleichgewicht gebracht werden. Dafs nun hier 
dieser Quotient J, sagen wir nach dem Zug von 100 «■ Kugeln, 
nicht mehr aufrecht erhalten werden kann, wenn noch eine Kugel 
oder auch wenn unendlich viele vorhanden sind, darf uns nicht 
daau verleiten, den plausiblen Wert ^gj unter allen Umständen 
fttr richtig zu erklären. Unser Beispiel (8. 218) stimmt Uberein mit 
der Annahme so vieler gut gemischten Kugeln in einer Urne, dafs 
der Zug einer noch so grofaen Zahl die Wahrscheinlichkeit für den 
Igenden Zug nicht berührt. Die Bedingungen bleiben konstant, 
ea ist uns nicht bekannt , wie die Verteilung der s und w 
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Kageln in der Urne numerisch beschaffen ist, noch woher die Urne 
stammt Wollen wir hier die BAYBSsche Regel anwenden, so rechnen 
wir mit allen Möglichkeiten der Verhältnisse 2wischen und 1, 
zwei Werten, die den Fall von lauter s und lauter w Kugeln sym- 
bolisieren. Zunächt ist völlig zuzugeben, dafs wir aus den Ziehungen 
einen Schlufs auf die Mischung, also auf die Wahrscheinlichkeit 
auch eines folgenden Zuges machen dürfen. Nur sehe ich keinen 
Grund, der uns berechtigte, Möglichkeiten, die wir nicht bestreiten, 
die aber nirgends garantiert sind, mit in die Rechnung einzubeziehen. 
Indem innerhalb dieser Betrachtungen die Wahrscheinlichkeit, eine 
bestimmte Urne zu treffen, und die, eine gewisse Kugel zu ziehen, 
zusammengesetzt werden, so verlangen wir auch sicher zu wissen, 
dafs uns der Zufall diese eine Urne als eine unter unend- 
lich vielen in die Hände gebracht habe, oder dafs sie durch irgend 
eine Art der FüUnng, fUr die alle Mischungsverhältnisse gleich- 
wahrscheinlich gewesen sind, mit ihrem Inhalt versehen worden 
ist. Sollen wir aus den Resultaten auf die Mischung und von dieser, 
als einer wahrscheinlichen unter vielen möglichen, auf einen folgen- 
den Zug in exakter Weise schliefsen, so mufs jede in der Rech- 
nung erscheinende Mischung ebenso gesichert sein, wie z. B. beim 
Berechnen nach dem binomischen Satze für eine Anzahl von 
Ziehungen bei gegebenem Mischungsverhältnisse jede, auch die un- 
wahrscheinlichste Aufeinanderfolge thatsächlich um deswillen in 
Rechnung gebracht werden konnte, weil sie auf Grund der realen 
Verhältnisse möglich war. 

Es ist nichts als eine Subreption, wenn auf der „ Basis ** unserer 
Unkenntnis gesagt wird: Weil wir ganz und gar nichts über den 
Inhalt der Urne wissen, so kann mit gleichem Recht in derselben 
irgend eines der unendlich vielen Mischungsverhältnisse sein, wie 
wir es mit einer Erschleichung gegenüber der Behauptung zu thun 
hatten, dafs unter derselben Voraussetzung immer ebensowohl eine 
w als eine s Kugel die Stelle ausfüllen kann, nach w^elcher die 
Hand greift. Hier und dort wissen wir nichts von einer gleichen 
Wahrscheinlichkeit, wenn sie uns nicht durch hinreichende Voraus- 
setzungen gegeben wurde. Welchen Sinn hat denn die gleiche 
Wahrscheinlichkeit, wenn nicht den, dafs sie eine gleiche Begrün- 
dung aussagen will? 

Sind diese Voraussetzungen erfüllt, so ändern sich allerdings 
die Wahrscheinlichkeiten für die Ereignisse, von denen wir vorher 
die Wertung \ ausgesagt haben, nachdem wir ein oder mehrere 
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j beobachtet haben. Kein Wunder, denn ein jedes ist ein 
neues Datum fllr die Reehenaufgabe, welche aur Lösung steht. Diese 
beständige Berichtigung früherer Zahlen oder auch die Bestätigung, 
welche mögHcherweise eine ursprüngliche Wertung erfthrt, darf 
aber nicht dazu verleiten, dem Mathematiker die Zumutung zu 
steilen, irgend einen völlig aus der Luft gegriffenen Quotienten 
anzusetzen und ihn an der Hand der Erfalirungen wieder zu be- 
seitigen. Der verstorbene Küuues pflegte in seinen Vorlesungen 
bei viel berechtigteren Manipulationen scherzend zu sagen: „Man 
lädt Niemanden ein, wenn man die Absicht hat, ihm dann die Thlire 
zu zeigen." Was den Kugeln in der Urne recht ist, mufs auch den 
Hypothesen, d. h. den Urnen, hillig sein. Ist nur die Disjunktion 
gegeben, so taugen auch bei der logischen Theorie die Hypothesen an. 
Die Pennutationen, die sie merkwürdigerweise für sich in Anspruch 
nimmt, sind aber niemals berechtigt, wenn ihnen Reales nicht ent- 
spricht, das permutabel ist, und wie sie einen Thathestand fingieren, 
so liegt in der unmittelbaren Übersetzung der Disjunktion in ein 
Wahrscheinlichkeitsurteil, die Supposition, dafs man bei vollkom- 
mener Unkenntnis eine völlige Symmetrie der Objekte denken 
inUfste, ein Zwang, der so wenig besteht, dafs man mit viel grüfserem 
Recht, trotz der absoluten Unbefangenheit, gerade diese zu leugnen 
aufgefordert wird. 

Es ist hier nicht unsere Aufgabe, die Anwendungen der Dis- 
ziplin einer Kritik zu unterwerfen. Mit der BAVE38chen Regel sind 
indessen seit ihrer ersten Publikation dem menschlichen Verstände 
so merkwürdige Kalkulationen zugemutet worden, dafs wir nicht um- 
hin können, mit ein paar Belegen uns zu befassen. Selbst bei 
LoTZE tummelt der selige Rittmeister sein Rofs, wenn wir dort nach 
LiPi-ACE vernehmen, dafs man 1826214 gegen 1 wetten könne, 
^^•fs auch morgen die Sonne auf- und untergehen werde, nachdem 
^^P 5000 Jahre der Wechsel von Tag und Nacht bezeugt ist'). 
^^V Diese Rechnung ist wohl zuerst 1763 von Pbioe in den Philo- 
^Bophical Transacttons, in welchen er nach dem Tode seines Freundes 
Baves dessen Untersuchungen publiziert«, aufgestellt worden. Der 
Kachsatz, welcher sich dort findet: „It should be carefully remen- 
bered, tbat these dednctions suppose a previous total ignorance 
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of nature^, und die sonstigen Annahmen enthalten hinreichende 
Vorsichtsmafsregeln , welche den Kalkül vollständig wieder auf- 
zuheben geeignet sind. Es läfst sich im Grunde nichts dagegen 
und nichts dafür sagen und würde einer Donquichoterie nicht un- 
ähnlich sehen, wenn man ernstlich darüber streiten wollte, was eine 
Person „just brought forth into this world" zuerst bemerken und 
ob nach dem Untergange der Sonne und ihrem Wiederaufgange 
die Erwartung nach einer zweiten Wiederkehr in ihm aufsteigeD 
würde, und wie man sich etwa erklären soll, woher eine solche 
paradiesische Unschuld „might know that there was an odds of 
8 to 1 for some probability of this". 

Dem sei nun, wie ihm wolle, so findet sich doch schon in dem 
1796 erschienenen und bereits citierten Aufsatze von Prevost und 
Lhüilier (S. 15) ein lebhafter Protest; es heifst da u. a. : 

„La persuasion analogique qu'^prouve tout homme de voir 
se r^p^ter un äv^nement naturel (tel que le lever du soleil) est 
d'un genre diff^rent de la persuasion representäe par une firaction 
dans la th^orie des probability ", und es wird für nöthig gehalten, 
zu versichern, dafs ein Kind und ein Tier „ne forme aucun calcul 
explicite ni m§me implicite: il n'y a aucune d^pendance n^cessaire 
entre ces deux persuasions". 

Diese Einsicht hindert freilich nicht, dafs wir in einem sich 
unmittelbar anschliefsenden Aufsatze derselben Verfasser (S. 35) 
der folgenden Aufgabe begegnen, welche zeigen soll, wie sich die 
Wahrscheinlichkeit an der Hand der Beobachtungen ändert : 

„Posons que j'ignore absolument si une plannte d^terminfe 
(Mars) conti ent, ou ne contient pas quelqu'esp^e d'etre organisä 
pr^cis^ment pareille ä quelqu'une de Celles qui habitent notre globe. 
Feignons un observateur qui se transporte dans cette plannte« 
Avant d'y r^iser son Observation, il a la probabilitä | de ren- 
contrer une teile espece. Mais apr&s en avoir renconträ une d^ 
sa premi^re Observation, il n'est personne qui ne präsume qu'il en 
rencontrera deux ou trois, avec quelque vraisemblance de plus." 

Jackson, der jüngst in polaren Regionen eine ihm fremde mensch- 
liche Erscheinung, nämlich Nansen, sah, hatte doch wenigstens die 
Vorsicht, die Häupter seiner Genossen zu zählen. Der Mars- 
besucher, von dem wir fingieren, dafs er die beobachtete Species 
nicht mitgebracht hatte, würde mit demselben Recht, mit dem der 
Auf- und Niedergang der Sonne vorhergesehen wird, eine der 
unsren ähnliche Natur erwarten dürfen, wenn nicht seine organi- 
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sierten Wesen heimlich denselben Weg gegangen sind, den er selbst 
genommen hat 

Man sieht übrigens , dafs man mit solchen Anwendungen in 
die Domäne der Verstandespoesie gelangt, welche uns heutzutage 
mit Geschick und glücklicher Phantasie auf Grund geistreicher 
Prämissen in kommende Jahrtausende, auf ferne Weltkörper oder 
in die Ewigkeit versetzt. 



Der Bemoullische Satz und die 

Bayessche Regel. 



Der Satz Bebnoullis gab der ersten Aufgabe einen Abschlofs, 
welche auf Grund gegebener Voraussetzungen ein Geschehen zu 
beurteilen verlangt. Alle Vorgänge, auf die er Anwendung findet, 
haben das Merkmal, dafs sie sich in einer Sphäre so abspielen, 
dafs die Komponenten des Resultats uns zwar nicht im einzelnen 
bekannt sind, dafs aber die Physik der Veränderungen weder von 
Interesse noch von einem entscheidenden Einflufs auf den Erfolg 
sein kann, den zu beurteilen wir uns anschicken. Die mechanischen 
Prozesse beim Spiel haben nichts Rätselhaftes, und wo dies der Fall 
ist, können wir nicht mit unseren Quotienten ohne Fiktionen rechnen. 
Wir sehen von der Mechanik ab, weil wir ihrer sicher sind, aber 
wir verzichten nicht auf die Kausalität, weil sie es ist, die mit allen 
anderen transscendentalen Bedingungen der Erkenntnis unser Urteil 
erst möglich macht. Die Einzelprozesse werden fUr das Geschehen 
und für das Urteil ausgeschaltet, und die Elemente der Rechnung 
sind darum selbst Fälle, in denen schon alles enthalten ist, was 
sie konstituiert. Nur die Zahl dieser Fälle, die sich durch nichts 
unterscheiden, was das Geschehen selbst physikalisch modifizierte, 
und die begrifflich alle durch Abstraktion von einem oder mehreren 
Merkmalen zu vereinigen sind, kommt für das Urteil in Frage. In 
der Existenz der individuell vorhandenen Fälle liegt die gegen- 
ständliche Legitimation für unsere Quotienten, die zwar die Puevost- 
LnuiLiERsche Fiktion nicht nötig haben, aber nur dann in unseren 
Rechenschematismus hineinpassen, wenn sich ihre numerischen 
Konstituenten, Zähler und Nenner, objektiv nachweisen lassen, und 
zwar als Bestimmungsstücke, welche vor der Rechnung vorhanden 
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waren, nicbt durch Fiktionen, welche wir zum Auafiillen brauchen, 
Bofern die ungewogenen Disjunktionsglieder eine Kluft zwischen 
dem richtigen Urteil des gesunden Verstandes und der Bedeutung 
Brüche ant'thun. Allen unseren Wahracheinlichkeitsaussageu 
die Notwendigkeit in dem Sinne ab, dafs eine Inkongruenz 
Urteilsinhalt und Wirklichkeit zu einer Auflehnung des 
Verstandes führen müfste. Im Gegenteil, es wäre ein Widersinn, 
diese Urteile an dem Geschehen und nicht an den Prämissen zu 
messen, da sie doch nicht allein der Ungewifsheit entstammen, 
sondern sie auch ab Schild in ihrem Namen tragen. Sie sind not- 
wendige Urteile lediglich in dem Formalismus, den wir selbst 
schaffen; ihr Inhalt bezieht sich nicht auf den Zufall, dem die 
beurteilten Ereignisse überlassen sind; er ist abo auch nicht in dem 
gegründet, was wir nicht, sondern in dem, was wir sicher wissen. 
Bis zu einem gewissen Grade zutreffend definiert Pois30n: „Die 
Gesamtheit der Ursachen, welche vereinigt ein gewisses Ereignis 
hervorbringen, ohne . . . auf das Verhältnis der Anzahl der diesem 
Ereignisse günstigen Fälle zur Anzahl aller möglichen Fälle Ein- 
öufs zu haben, ist das, was man unter dem Zufalle verstehen mufs." 
Diese Ursachen sind uns ihrer Natur nach durchaus bekannt, ja 
wir schreiben ihnen auch den Wirkungskreis vor, in dem sie sich 
entfalten können; nur bieten wir alle Kunst auf, ihnen eine feste 
Richtung, eine Tendenz zu konstanter Wirkungsweise zu benehmen. 
Die Zahlen des Bern ocl Li sehen Satzes werden zwar durch diese 
Voraussetzung, welche den Zufall dekretiert, so dafs eine Unzahl 
von Ursachen nicht „eliminiert", aber doch für das Resultat so ge- 
leitet wird, dafs keine dem letzteren einen bestimmten Charakter 
aufzuprägen vermag, zu einer Bedeutung erhoben, welche eben 
durch den Verzicht aul' einschrünkeride Beatimmungen verstärkt 
^^vird, aber sie bleiben WahrscheinUchkeiten, eben weil wir jener 
^Hbziat nicht sicher sind. Indem wir bei Gelegenheit jenes Satzes 
^^Bu Binom (p -j- $)" in seine einzelnen Glieder auswickelten, haben 
^^Efr gesehen, dafs die extremen Fillle in der Rechnung selbst immer 
mehr an Gewicht einbüfsten, immerhin aber die festen Bestimmungs- 
Btücke und die Rechnung selbst erforderten, dafs sie mitgenommen 
werden. Die ganze Rechnung ruhte auf den wirklich gegebenen 
Möglichkeiten; die Daten der Rechnung sind absolut bestimmt, und 
die objektive Voraussetzung des Zufalls gewährleistet uns auch 
1 guten Sinn grofser Wahrscheinlichkeiten für unser Urte 

dt. Wahraobeluliulikaitarecbuuiig. 1 
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Es liegt nun die Aufgabe nahe und sie ist an früherem Orte 
schon erwähnt worden, dafs aus vielen Ziehungen, fllr welche die 
ursprünglichen Bedingungen völlig aufrecht erhalten werden, auch 
auf diese zurückgeschlossen werden soll. Implicite ist das in den 
Aufgaben des vorigen Abschnittes schon geschehen, und es ist hier 
nur die Frage, wie unsere Rechnung sich des direkten Problems 
bemächtigen kann. 

Zum besseren Verständnis mag hier noch eine kurze Ergänzung 
der Betrachtungen eingefügt werden, die sich auf den Bernoulli- 
schen Satz beziehen. Ist fi die Zahl der Ziehungen aus einer üme, 
in welcher die w und s Kugeln im Verhältnis der echten Brüche 
p:q verteilt sind (p + Q = l)y so leitet man in den Lehrbüchern 
als Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die Zahl der w und s Kugeln 

f4p — h und f^q-^h betragen, für den Fall, dafs — sehr klein an- 

genommen wird, den Näherungswert 

1 /i> 
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ühy in welchem e die Basis der natürlichen Logarithmen und n 
die aus der Lehre vom Kreise bekannte Gröfse bedeutet. Weiter 
fingiert man lediglich im Interesse der Rechnung, wobei die (Je- 
danken der Disziplin völlig gewahrt bleiben, dafs die Abweichung 
h vom wahrscheinlichsten Werte variabel zu denken sei, so dafs 
eine Abweichung, die zwischen is und 0+ dz liegt, die Wahrschein- 
lichkeit - 

1 --^- 

€ 2,"M ds 

Y2/iipq7t 
erhält. Da nun bei ju Versuchen doch irgend eine Verteilung wirk- 
lich sich zeigen mufs, so erhalten wir durch Integration über alle 
nur möglichen Werte is das Integral 
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dessen Wert, wie es auch bei exakter Rechnung sein milfste, in 
Übereinstimmung mit einem bekannten Resultat der Integralrech- 
nung, der Einheit gleichzusetzen ist. Von Interesse ist nun wesent- 
lich die Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs der Ziehungserfolg sich 
zwischen zwei festen Grenzen halte. 
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Setzen wir für dieselben — a und + a, so ändern sich nur die 
Grenzen des Integrals und indem wir in 
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die Substitution 

z 

wirken lassen, ergiebt sich 
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Diese Qröfsen, welche mit (Q oder einer ähnlichen Funktions- 
bezeichnung in den Lehrbüchern auftreten, sind ftlr alle bedeutungs- 
vollen Werte von t berechnet und in Form einer Tabelle ihnen 
beigegeben. Die Handhabung der letzteren ist überaus einfach und 
mit dem Aufschlagen von Logarithmen vergleichbar. 

Jene Tabellenzahlen Qf / — =r-\ oder 0(^) ergeben nach dem 

Vorherigen die Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs irgend eine innerhalb 
der Grenzen 

fip + a, A^g + of 
liegende Verteilung bei [i Versuchen erreicht wird. 

Ein ein£Eiches Beispiel soll den Gebrauch veranschaulichen. 

Aus einer Urne mit gleichviel w und s Kugeln sollen eine 
Million Ziehungen gemacht werden. 

Vorausgesetzt ist entweder eine ungeheuer grofse Anzahl von 
Kugeln, oder es wird jede Kugel nach ihrem Erscheinen in die 
Urne zurückgelegt 

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sich der Erfolg in 
einer der Verteilungen innerhalb der Grenzen 

500000 ± 1000 w, 500000 + 1000 5 
kundgiebt? 

Hier ist 

^ = 10«, a = 10», iJ = 3 = i, 

15* 
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aufzuschlagen ist. In den Tabellen steht bei (1,4*) der Quo- 
tient 0,95, und das ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Die BAYESsche Regel bringt, wie gezeigt, auch Ziehungs- 
resultate mit in die Rechnung, und es ist eine sehr natüriiche 
Frage, ob ein Schlufs auf die Verteilung der Kugeln in der Urne 
lediglich auf Grund sehr vieler Ziehungen die Formen der Rech- 
nung benutzen kann. 

Man wird sofort übersehen, dafs hier zwei Fälle möglich sind, 
die sich durchaus voneinander unterscheiden. 

Unter allen Umständen geben sehr viele Versuche die Unter- 
lage für eine Disjunktion aller möglichen Verteilungen, die das 
Resultat hätten hervorbringen können. Indessen wird unsere Be- 
urteilung eine andere sein müssen, wenn bündig gesagt wird, woher 
die Urne stammt, welche Mischungen überhaupt vorhanden waren, 
und wenn darüber Angaben fehlen. Unsere Rechnung setzt inmier 
den Zufall voraus, den sie mit ihren Zahlen zwar nicht erfassen 
kann, der aber eben durch diese in bestimmter Weise abgegrenzt 
werden soll. Ist das beim zweiten Falle in Bezug auf die gewählte 
Urne nicht möglich, so erschwert überdies der für die einzelne 
Ziehung geltende Zufall unser Urteil gegenüber der Wirklichkeit 
und ihren Aufgaben erheblich. Hier hat die Forschung fast immer 
Merkmale individueller Natur, welche auf den Ursprung oft mit 
Sicherheit schliefsen lassen. Ein Schreib- oder Druckfehler giebt 
der litterarischen Kritik zuweilen den gesuchten Aufschlufs, aber 
von vornherein wird sie doch völlig anders verfahren, wenn sie 
sicher weifs, dafs von irgend einer Schrift, deren Einflufs sie wahr- 
scheinlich machen will, mehrere Exemplare vorhanden waren. 
Mufs sie deren einstmalige Existenz erst erschliefsen , so ist auch 
die Beurteilung eine völlig andere. 

Wenn ein wirklich gegebener von einem anderen abweichender 
Sachverhalt ein anderes Urteil notwendig erheischt, so wird das für 
die feine Rechnung unserer Disziplin in demselben Sinne gelten 
müssen. Fälle, welche schon in der logischen Bearbeitung trennbar 
sind, werden, sofern sie der Berechnung überhaupt zugänglich sind, 
in den Ansätzen und Resultaten sich auch unterscheiden mflssen. 

Behandeln wir vorerst das Beispiel einer Urne, die aus einer 
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eebr grolscn Zahl mit allen verschiedeneD Mischungeo zufällig heraus- 
gegriffen ist. 

FUr die RechnuDg werden stetige Verhältniaae fingiert, so dafs 
die unbekannte Gröfse x der Wahrscheinlichkeit, eine jr Kugel zu 
ziehen, alle zwischen und 1 existierenden Werte anzunehmen 
vermöchte. Diese Annahmen aus Gründen der Rechnung, wir 
wiederholen es, 3ind immer von fundamental anderer Bedeutung 
als jene, welche sich auf den Begriff der Wahrscheinlichkeit be- 
ziehen. 

Indem wir diesen durch mathematische Einschränkungen für 
gewisse Fälle definieren, beschreiben wir, was mit ihm zugleich 
gedacht werden soll, und da die Einschränkung ihn nicht in das 
Gebiet der reinen Mathematik überzuführen vermag, so mufaten 
wir ihn durch eine „Ejtposition", wenn nicht ata notwendig, so 
doch als zweckmäfsig und im Einklänge mit dem Verstände er- 
weisen. Von dem, was im Verlauf der Erörterungen als seine Be- 
dingungen festgestellt wurde, darf nichts preisgegeben werden; das 
schliefst aber nicht aus, dafs Fiktionen von praktischer Bedeutung 
die Rechnung selbst verändern. 

Man gestatte ein Gleichnis. Unsere Münzeinheit innerhalb der 
Währung ist ein bestimmt definiertes Quantum Goldes, die einzelne 
Mark aber, die wir in Händen haben, stellt eine praktische 
Fiktion dar, welche der Verkehr nötig macht Die Währungs- 
frage selbst wird durch sie nicht berührt, solange von der Aus- 
prägung der Scheidemünze nicht ein schrankenloser Gebrauch ge- 
macht wird. 

Ohne Not wird man auch in unserer Disziplin stetige Ver- 
hältnisse, wo sie nicht existieren können, auch nicht fingieren; in- 
deesen sind Skrupel über die Exaktheit der Rechnung im Gebiete 
der Wahrscheinlichkeit zu allerletzt angebracht 

Es seien nun aus jener Urne m weifse und n schwarze Kugeln 
gezogen, und wir fragen: Welche Gröfse x werden wir als den 
wahrscheinlichsten Wert annehmen müssen? Nach der Regel von 
Bavss erhalten wir fUr die Wahrscheinlichkeit einer jeden Gröfse 
X einen Bruch, dessen Nenner immer derselbe ist, und dessen Zähler 
eben die Wahrscheinlichkeit angiebt, das Resultat zu erreichen, 
wenn x nicht gesucht, sondern bekannt wäre. 

Der gröfste Wert von x, welcher unserer Fragestellung genügt, 
i also nur vom Zähler abhängig, und ihm würde der Ausdruck 
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entsprechen , dessen erster Faktor die Zahl aller möglichen Auf- 
einanderfolgen angiebt, in welchen m w und n s Kugeln erscheinen 
können. 

Das Produkt ist ein Glied in der binomischen Entwicklung 

fa;+(l — x)\^ ", deren gröfstes Glied nach Bebnoulli Exponenten 

hat, die sich wie a;:(l — x) verhalten. Es liegt also die Frage 
nahe, ob auch umgekehrt, wenn die Proportion 

x:(\ — x) = w : n 

besteht, a;"'(l — xY zu einem Maximum wird. In der That lehrt 
das aber die Differentiation dieses Ausdrucks, wofern man nach 
den einfachen Regeln den Differentialquotienten 

ww;"'-^ (1 — a;)* — twj^a — x)-"^ = 

setzt und nach Division mit x^'~^{X — ^)*'""^ die Gleichung 

1 — X X 

n m 

beachtet* 

Die Rechnung ergiebt also, dafs die wahrscheinlichste Ver- 
teilung in der Urne dem Verhältnis der erhaltenen Ziehungen ent- 
sprechen müsse. Es würde einige Schwierigkeiten haben, aus diesem 
mathematischen Resultat die Bestimmungen der Definition wieder 
herauszudestillieren, indessen kann man sich mit der Frage begnügen, 
was es wohl beweise. Und da wäre es ebenso absurd, zu behaupten, 
dafs durch das BEBNOULLische Theorem der Beweis für das erbracht 
wird, was man gewöhnlich von ihm aussagen läfst, wie dafs hier 
die mathematische Nötigung erzwungen wird, aus unserem Ziehungs- 
resultat auf die wahrscheinlichste Verteilung in der Urne zu schliefsen. 
Beide Theoreme hängen innig zusammen, und beide beweisen nichts 
weiter, als dafs unsere Grundbestinmiungen vernünftig waren und 
also nicht zu Unträglichkeiten in den Konsequenzen führen konnten. 
Beide Sätze haben nur Sinn innerhalb unserer Voraussetzungen, 
sie behalten denselben, ob die Zahl der Ziehungen m und n 
groÜB ist oder nicht, und man geht in beiden Fällen zu grolsen 
Zahlen nur über, um sich die Anwendbarkeit der Betrachtungen 
zu sichern. Wenn oben berechnet wurde, dafs bei einer Million 
von Ziehungen die Wahrscheinlichkeit 0,95 betrage, dala die Ab- 
weichung von der gleichen Verteilung der Fälle sich innerhalb der 
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Grenzen + 1000 halten werde, so ist die Zahl 0,95 eine rationelle 
Messung an durchaus objektiven Rech nun gaelementen, die ohne unsere 
Annahmen zusammen fallen und ohne die Rechnung durch eine 
vage Schätzung würden ersetzt werden mlissen. Aus kleinen Zahlen, 
tu und «, kann man Quotienten gewinnen, die ihre gutfundierte 
Bedeutung haben, aber anfangen kann man mit denselben gar 
■nichts, wenn man nicht etwa zu wetten Lust hat oder sehr viele 
Bhüle unter denselben Bedingungen prüfen will. 
^ Wir haben nicht blofs ein Recht, sondern die logische Nötigung, 
die Resultate nicht als lediglich mathematische, formale Stttze an- 
zusehen, vielmehr sie mit Rücksicht auf die verwendeten Rechnungs- 
elemente zu interpretieren, aber diese Interpretation darf der 
Mathematik nicht auf Kosten des gemeinen Verstandes Verdienste 
beimessen, die sie entbehren kann, und auf welche sie keinen An- 
spruch erheben wird. Aus einer Unie sind unter unseren Voraus- 
setzungen 100 w Kugeln gezogen worden. Alle Hypothesen über 
deren Inhalt sind gleich wahrscheinlich, und der wahrscheinlichste 
Fall ist der. welcher die Potenz j-'"" zu einem Maximum macht. 
Da X jeden Wert von bis 1 annehmen kann, so mufs a: ^ 1 sein. 
Ist das ein mathematischer Beweis dafür, dafs wir als wahrschein- 
lichsten Inhalt lauter h' Kugeln annehmen müssen? 

Bebnoülli meinte dem alltäglichen Gedanken eine wiasen- 
schafdiche Stutze zu geben, und PorssoN war fest überzeugt, das 
„allgemeine Gesetz der groFsen Zahlen" direkt bewiesen zu haben; 
die SchlllBse des gemeinen Verstandes würden ohne die Hülfe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung Gefahr laufen, als notwendige erkannt 
au werden. Doppelt genäht halt besser, aber wenn man nur einen 
■tt&zigen Faden hat, so geht das gar nicht. Glücklicherweise ist 
^Dieser aber fest genug. Und die Beurteilung der Disziplin hat 
■gerade umgekehrt die Maxime zu befolgen, bei jedem neuen Schritt 
zu untersuchen, ob nicht der Boden des gesunden Verstandes ver- 
lassen wird. Die richtig interpretierten Resultate unterliegen der 
Kritik des gesunden Verstandes ; die Mathematik aber ist nicht das 
Forum, vor dem sich der Verstand auszuweisen hatte. Sie ist 
kompetent und autonom im Gebiete der Anschauung, und da 
Mathematik nur ein Teil und nicht das Ganze ist, so werden wir 
ihren Formeln einen Inhalt geben müssen, wenn sie eine mehr als 
mathematische Bedeutung haben sollen. Man vergleiche mit der 
ximumbestimmung für die wahrscheinlichste Mischung ihren 
bthenatischen Inhalt. Dafs die Gröfse 
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ein Maximum wird fUr x = f4py dafs ebenso 

am grölsten wird, wenn die Proportion 

x:(\ — x) = m:{fA — m) 
besteht, das entscheidet die Mathematik mit dem absoluten Zwange, 
welcher ihren Schlüssen eigen ist. Entschiede sie anders, dann wttrden 
wir den ersten Schritt auf mathematisches Gebiet, den unsere Fest- 
setzungen bedeuten, zurilcknehmen müssen, aber unser Urteil über 
die wahrscheinlichste Verteilung in den Ziehungen und in der Urne 
würde bestehen bleiben. Das Rechteck im Kreise vom gröfsten 
Umfang und Inhalt wird ein Quadrat sein. So werden wir mut- 
mafsen, aber davon überzeugen kann uns nur der Beweis. In 
einem solchen Falle könnte die Mathematik denkbarerweise unsere 
vorgefafste Ansicht ad absurdum fbhren; überall aber, wo wir den 
Inhalt ihr zuführen, ist es die Beurteilung der Wirklichkeit im ge- 
roeinen Verstände, welche entscheidet 
Jener Maximalwert 

ist nun nicht etwa die Wahrscheinlichkeit der wahrscheinlichsten 
Verteilung, sondern er bedeutet nur einen ProportionalitätsCaktor. 
In die Rechnung verwoben werden die Wahrscheinlichkriten aller 
möglichen Verteilungen in der Urne. Man wird nun aus den 
Lehrbüchern entnehmen^ wie man auch wohl ohne weiteres ein- 
sehen kann, dafs analoge Betrachtungen, wie sie der BsRNOüLLische 
8atB mit sich brachte, auch hier bei der Umkehrung der Au%abe 
Platz greifen. In den Formeln kehren dieselben Ausdrücke wied^, 
deren Deutung nur eine entsprechend andere werden wird. Nach 
^4 Ziehungen wird man nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dab 
die Mischung der Urne zwischen zwei Grenzen eingeechlossen ist, 
und indem man diese hinreichend weit macht, wird man auch 
oinon grof^en Wahrscheinlichkeitsquotienten erbalten, wie man auch 
durch Vergröfserung von ,u, der Zahl der Ziehungen, die Sicher- 
heil der Schlüsse auf den Inhalt der Urne erhoben kann. Alles 
da« int\^re«siert uns hier nur, sowrit das logische Gewebe blols- 
aulo^n i$t; wir halten uns bei der selir einfM^ien Technik der 
0(H'ratione\) nicht auf. die sich mit Nlberung^i begnOgt und dabei 
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immer die sehr grofse Zahl der Versuche als Bedingung aua- 
zusprechen genStigt ist. 

Wir betrachten die BAVBSeche Regel für eine grofse Zahl von 
Versuchen und mit ihrem Wah rac he inlichkeits urteil über den ürnen- 
inhalt ale den Schlufsstein des Baues, der auf Grund der verwendeten 
Denkelemente ein völlig festes GefUge bildet. 

Lassen wir nun einmal unsere Annahmen über den Ursprung 
der Urne fallen. Sie ist vorhanden, und ihr sind in ^ Ziehungen 
m w und n s Kugeln entnommen. Wie beurteilen wir die Mischung, 
wenn jede Kugel immer wieder zurückgelegt worden ist? Dal'a 
nunmehr die Aufgabe einer Bestimmung entbehrt, welche vorher 
die Gletchwahrscheinlichkeit aller der Werte x zwischen und 1 
durch einen objektiven Thatbestand sichert, wird Niemand in Ab- 
rede stellen. Verglichen mit der gewöhnlichen Urnenaulgabe , die 
aus einer gegebenen Verteilung auf die Ziehungen einfach tnit 
ihren Quotienten schliefst, existiert femer ein nicht unwesentlicher 
Unterschied. Hier ist das Gegebene ein eindeutig bestimmter, völlig 
fester Thatbestand, die Quotienten sind feste Zahlen, die eine Richt- 
schnur fiir unser Urteil abgeben, mit Rücksicht auf den Zufall, den 
wir im Geschehen voraussetzen, aber sie selbst sind von diesem 
Geschehen völlig unberührt. Dies Verhalten kann ich modeln; ich 
bin jeden Äugen blick in der Lage, die Urne zu öffnen, hineinzublicken 
und jede Ziehung, mit der ich im Beb noulli sehen Satze rechne, wirk- 
lich herzustellen. Der Urneninhalt in unserem Falle aber ist eine kon- 
stante GrOfse, die auch* vor der Darreichung nach Umständen ein- 
fUr allemal feststehen konnte. In den Daten der /j Ziehungen, m ui 
und rt s, liegt auch gar nichts, was eine Variabilität der Ursache 
rechtfertigte, als eben derselbe Zufall, welcher bei einer ganzen 
Anzahl , sagen wir wirklich bei allen möglichen Mischungen , das- 
selbe Resultat hätte herbeiführen können. In der That niufs ich 
sagen; möglieb waren sie alle; man braucht nichts von den Er- 
kenn tnisprinzipien zu opfern, um das zuzugeben. Hiefse in unserer 
Disziplin wahrscheinlich das, was als wahr erscheint, so wäre auch 
gleich wahrscheinlich das, was ich nur in gleicher Weise nicht von- 
einander scheiden kann. Dann hätte die logische Theorie recht, 
und wir mufsten uns damit begnügen, der Disziplin als Motto vor- 
zusetzen : Der Schein trügt, also auch der Schein der Gleichheit 

Wie kommen wir dazu, dem Zufall noch die Thllre für alle 
«eine Kapnolen offen zu lassen, wenn wir uns erst so sehr bemühen, 
durch Vergröfserung der Versuchszabl ihn von unserem Urteil fem 
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zu halten? In jenen Daten der Gleich Wahrscheinlichkeit , welche 
die Disziplin vorschreibt, lag eine Nötigung objektiver Natur; der 
Zwang der Mathematik, die Exaktheit der Rechnung, das typische 
Urnenbeispiel, die Wirklichkeit der Fälle, die nicht nur durch 
unser Denken, sondern in natura vorhanden war, kurz, die Be- 
stimmung innerhalb des im einzelnen Unbestimmbaren nötigte, so 
scharf zu rechnen, dafs wir auch das noch so Unwahrscheinliche mit 
einem Quotienten ansetzen mufsten, um es den Zahlen zu übei^ 
lassen, es auf seinen faktischen Unwert zurückzuführen. Aber hier, 
wo wir sicher wissen, dafs nur ein einziger Fall wirklich ist, oder 
wo wir nicht wissen, welcher von unbestimmt vielen, unbestimmt 
verschiedenen uns vorliegt, „wer heilst uns da rätseln" : a priori 
waren alle gleich wahrscheinlich; also flugs wird auch mit gleichen 
Elementen gerechnet? A priori; wir müssen so denken, aber was 
entspricht unseren Gedanken in der Wirklichkeit? Mit demselben 
Recht des a priori behauptet man eine Unzahl von Möglichkeiten, 
die die Rechnung total verändert haben würden. Kein a priori 
aber zwingt mich, als am wahrscheinlichsten anzunehmen oder nur 
als wahrscheinlich, dafs die völlige Symmetrie vorher bei der Aus- 
wahl der Urne unter anderen obgewaltet hat Beruft man sich hier 
auf die Redeweise des gemeinen Verstandes, dem das Gleichunbe- 
kannte gleich gut und gleich schlecht ist, so haben wir allerdings 
ein Recht, auf die Mathematik zu verweisen, der nicht immer 
= ist und 00 nicht inmier = oo. Wir freuen uns noch in der 
Erinnerung des feinen Lächelns, mit welchem der hochverehrte 
KüMMEB uns an die Tafel schrieb, dafs 

* = 13 ^ 
sei. Wenn wir von verschiedenen Disjunktionsgliedem gar nichts 
wissen, so dürfen wir auch nicht mit ihnen rechnen. Wenn sich die 

13 n 

Gröfse n der Null nähert, so ist auch der Grenzwert von = 13; 

daran ist nichts zu deuteln. Wenn wir aber nicht wissen, welche 
Mischung in der Urne war, woher sie gekommen ist, so sind die 
Möglichkeiten, die a priori d. h. mit Notwendigkeit als verschiedene 
aufzuzählen sind, unserem Verstände entsprungen, der sich dabei 
allerdings dem in der reinen Anschauung gegebenen Ordnungszwange 
zu fügen hat, mit welchen zwischen und 1 jeder echt gebrochene 
Wert zu denken ist, ebenso wie bei gegebener Anzahl n der Kugeln 
in der Urne die Zahl und ihr Wesen die bekannten n + 1 Ver- 
teilungen anzusetzen nötigt Aber mit derselben Pflicht, die den 



[«them&tiker verbindet, den Quotienten ^ als eine unbeetimmte 
Gröfee 7u bezeichnen, hat die Erkenntniskritik darauf hinzuweisen, 
dafs hier der Ingische Schein der Gleichheit nicht zu einer mathe- 
omtischen Gleicbsetzung verleiten dürfe. Dieser Schein wird noch 
durch ein anderes Moment, da» in unserer Art zu urteilen und 
einer gewissen Kongruenz der Rechnungareaultate liegt, verstärkt. 
Je gritfaer die Zahl der Ziehungen ist, um so mehr konvergiert das 
Rech uungsresul tat gegen das Urteil des gesunden Veratandes, welches 
nur an eine sehr geringe Abweichung des Umeninhalts von dem 
ZiehungsverhÄltnisse wi : n glauben wird. Und nunmehr verleitet 
der Schein plausibler Resultate zu dem Irrtum, dafs die Rechnung 
doch wohl, wenn auch nicht auf notwendigen Gedanken, so doch 
auf annehmbaren Maximen beruhen werde. Die B^VEäsche Regel 
bleibt aber nur dann in dem Rahmen der Disziplin, wenn sie wirk- 
lich die Daten fllr ztisammengesetzte Wahrscheinlichkeiten zu be- 
«rbeiten hat; ist das nicht der Fall, so dürfen wir sie auch nicht 
anwenden. Wollen wir blofs schätzen, aber nicht messen, so haben 
wir uns an dieser Stelle nicht mit der Frage der Anwendbarkeit 
3SU befassen. Ein- fUr allemal wird auszusprechen sein, dafs die 
Disziplin ein Mittel abgiebt, den Grad unserer Überzeugung, die 
psychische Resultante aller Momente, die unser Urteil dirigieren, 
ebensowohl wie bei objektiv veranlagten Menschen vielleicht das 
Produkt v erstand es mitfsiger Erwägungen in rohen Quotienten anderen 
verstäncilich zu machen; doch wÄre es schon gewagt, in Zehnteln zu 
markieren, während jeder grölsere Nenner die pure .Selbsttäuschung 
bedeutet. Mit solchen Angaben hat die objektiv begrUndete Zahlen- 
angabe nicht das mindeste zu schaffen ; wohl aber kann die scharfe 
AufEasBung unserer RechnungsgrundJagen das vage Urteil der Schätzung 
disziplinieren. 

Die Schwierigkeiten, welche uns die BAVESsche Regel bereitet, 
fallen nun gänzlich fort, wenn wir die nackte Disjunktion in Ver- 
bindung mit der Prämisse völligen Nichtwissens als Fundament der 
ihnuDg anerkennen. Ob wir uns mit Rücksicht auf die schranken- 
Ällgemeinheit und Eleganz dieser Lehre ihr ergeben müssen? 
gestatte die Analyse des folgenden Beispiels, das wohl den 

in sprach eines klassischen erheben darf. Die moderne Statistik 

erkennt es nicht mehr an, obwohl sich analoge „Untersuchungen" 

noch bis in die neueste Zeit mit Leichtigkeit nachweisen lassen; 

lessen kommt hier nur die logische „Funktion der Urteilamaterie' 

Frag^ die wir mathematische Wahrscheinlichkeit zu nennen una 
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entschliefsen sollen. In A. Meyebs berühmten „Vorlesungen über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung*' heilst es gelegentlich des Bayes- 
LAPLACBSchen Satzes (S. 169); „Bei der Mehrzahl ein£EU^her Er- 
eignisse ist die Wahrscheinlichkeit unbekannt und erscheint aller 
Werte zwischen und 1 gleich filhig.** 

Unter den Anwendungen des Theorems liest man femer (S. 184): 
„Es sei beobachtet worden, dafs von einer sehr grofsen Anzahl J9 + q 
von Geburtsf&Uen p auf Knaben- und q auf Mädchengeburten ent- 
fallen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit P sind unter w + n künftigen 
Geburten m Knaben und n Mädchen zu erwarten?** 

Lösung: Bezeichnet x die unbekannte Wahrscheinlichkeit einer 
Knabengeburt, folglich l —x die einer Mädchengeburt, so gilt flir 
die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Erfolges : unter p + q 
Geburten p Knaben und q Mädchen — der Ausdruck 

pl q\ 
der erwartete künftige Erfolg : unter m + n Geburten m Knaben 
und n Mädchen — hat mit Zugrundelegung derselben Ursache die 
Wahrscheinlichkeit 

ml nl ^ 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher 



P = 



fiSü'dx fx^-^'^il-xy^'^dx 
J _ (m -t- n) ! >/ 

W ~ m\ n! r^ 

lüdx /^'(l — xYdx 

J J Q 



Die Auswertung der Integrale, die Näherungsformeln für 
Fakultäten und eine kleine andere Annäherung ergiebt 

p _ (m + n)!(g + n)^-^''+^(i) + »./+'"+^(i) + g)''-<-'-<-' 
m\n\ g«+y+4(^ + j^_^ + „)i'+«+"+«+l 

Während in einer Anmerkung trotz der Voraussetzung „einer sehr 
grofsen Anzahl i? + 3** nochmals der Fall „Sind|) und q sehr groCs", 
doch wohl als etwas wiederum Besonderes, vorausgesetzt und durch 
wiederholte Annäherungen das Resultat 

m\ n! (|)-f.g)~ + " 
gewonnen wird. Daran schliefsen sich noch folgende Bemerkungen: 
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»Dies ist aber genau jener Ausdruck, welcher sich für die 
Wahrscheinlichkeit des erwarteten Erfolgs ergeben würde, wenn 

— ' — - die Wahrscheinlichkeit einer Knaben- und — - — die Wahr- 
P-i-9 p-tq 

ächeinlichkeit einer Mädchengeburt wäre, 

Ks ist daher natürlich zu schliefaen, diifa die Wahrscheinlich- 
keiten dieser einfachen Ereignisse annähernd im Verhältnisse p zaq 
zu einander stehen, wenn p und q grofse Zahlen sind, dafs also die 
Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt n Rh erungs weise gleich ist 

^^f Wer hat nicht schon einmal wie eine Erlösung empfunden, 
wenn sich das Dunkel lichtete, und der Ausgang des Tunnels er- 
reicht war! Er war ffir die auiigestandene Pein eine Strecke seinem 
Ziele näher; hier werden uns aber die Augen verbunden, und wir 
kommen genau wieder da an, wo wir auegegangen sind. Eine ver- 
blüffende Kalkulation! Die Rechnung paTst genau auf unser Schema; 
fiir Knaben und Mädchen setze man Kugeln, dann aber lasse man 
die üme aus einer von unendlich vielen abstammen, so dafs wir 
die Möglichkeit auch der unwahrscheinlichsten Verteilung als ein 
objektiv gewährleistetes Reehnungselement mit verwenden dürfen. 
Die Analogie hat für dieses Beispiel unter allen statistischen, wie 
zugegeben werden mufs, den geringsten Zwang nötig. Nur sollte 
man weder das Wort „Theorie" oder Ahnliche Bezeichnungen, welche 
so aussehen, als könnte ihr Inhalt uns den Vorgang im Sinne einer 
Erklärung näher führen , verwenden. Alle „theoretischen" hierher 
gehörigen Betrachtungen können höchstens den Anspruch erheben, 
uns die Rechnung zu erklären oder annehmbar zu machen; was 
wir in den uns zugänglichen Schriften vermissen, ist der über- 

Eende Nachweis, dals sie auch einen Nutzen gewähre. 
Wir unteracliÄtzen die Bedeutung einer zutreffenden Analogie 
t; sie kann, wie den Irrtum aufdecken, so auch die Wünschel- 
filr verborgen liegende Erkenntnisse werden, und in letzter 
Linie weisen ja fast alle Bezeichnungen der Physik auf fruchtbare 
Analogien hin. Gesetz, Kraft, Energie, der kleinste Zwang, Träg- 
heit und unsere mathematische Wahrscheinlichkeit in dem objek- 
tiven Sinne, welchen der BERNOULLische Salz ihr giebt, alles das 
sind Gleichnisse. Nur vor solchen Analogien müssen wir uns 
bitten, die uns die Fundamente der Erkenntnis wieder untergraben. 
Unsere Schemata knüpfen alle an Bedingungen an, die ledig- 
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lich menachliche Anordnung auch mit KücksicUt auf liie ganzfrl 
Wirkungsweiise herstellt, und wits wir hier Zufall nennen, davon I 
sind wir ja überzeugt, erhält eben durch unserL- sehr gegenstäiid- 
lichen Manipulationen eine objektive Bedeutung. Ist der BegrilF 
des Zufalls sonst ein Ausdruck fUr unsere Auffassung gewisser Ei^ 
ächeinungen, so darf man doch das relativ Zufällige, im Q«gensatx 
zum Notwendigen, nicht mit dem absoluton Zufall, dem scUechthiriT 
Unbestimmten, verwechseln, um von ihm irgend eine Bereicherun« 
der Erkenntnis zu erwarten. Wer mit dem Zufall an die Erschrf 
nungen der Natur herantritt, der ist in der Lage eines Philosophen, 
welcher die Ethik auf dem Prinzip des Bösen andichten wollte. 
Aber wenn wir schon zugeben konnten, die Geburten von ni8nB-_ 
liehen oder weiblichen Kindern mit dem Zug von Kugeln i 
gleichen, weil wir vor der Geburt so wenig wissen, als vor d4| 
Ziehung, wie wollen wir aus diesem Argument irgend etwas ( 
schliefsen? Es wäre eine sehr dürre Spekulation, die sich lediglich 
auf zahlenmäffiige Charakteristiken stutzte und nicht vielmehr in 
ihnen Formen sähe, die der Belebung durch einen luhalt von 
andrer Seite harren. Wir wissen also zunächst keinen Rechtsgrun^ 
der die Analogie des Zufallsspiels legitimierte, fragen aber weiten 
welches ist die Urne unter vielen, die wir in der Erscheinung Äm^ 
Geburten in Aktivität sehen? Die Aufgabe ist bei Mev&b selir ii 
bestimmt, indessen mufs e« ja der Praxis Überlassen bleiben, dil 
Fragen zu spezialisieren. Hier möchten wir nur wissen: ist di« 
gesuchte x für die ganze Menschheit, für alte Zeiten oder aar auf 
einen gewissen Zeitraum berechnet? Die konstanten Bedingungen, 
welche das x mit den Kugeln in der Urne voraussetzt, können nur 
für alle Ewigkeit gelten, oder sie existieren nicht, d. h, die Be- 
dingungen sind selbst variabeL Nun gut, nehmen wir an, dafs die 
Voraussetzung nur so gemeint sein kann , wie sie dem Sinne aller 
statistischen Aufgaben entspricht, dafs es sieb um konstante Be- 
dingungen handelt, die in einem sehr grofsen Zeiträume zur Geltung 
kommen, so bleibt das Schema völlig gewahrt^ und die Rechnung h 
es nach der Fiktion mit einem regelrechten Zufallsspiel zu thui 
Natur konnte innerhalb konstanter Bedingungen so frei schaffen, i 
es ihr beliebt, wie sie vorher auch diese konstanten Bedingungon aic] 
blindbngs aus Millionen Möglichkeiten herauszugreifen in der ] 
war. Wir haben eineu Ausschnitt aus der Wirklichkeit, von dem wij 
mittels der Wahrscheinlichkeit aller möglichen Bedinguagskombini 
tionen und der für unser Resultat günstigen auf die Zukunft in dal 
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'onii und Bedeutung unaerer Quotienten selilieraen wollen. Sollen wir 
null, durch das Beispiet der Öonnenauf'gabe (s. o. 8. 221) gewitzigt, an- 
nehmen, dafs uns die Wirklichkeit, wie wir sie uu aus dem tüglicheii 
Augenschein kennen, auch unbekannt aei? Fast scheint es so, denn 
die Rechnung verlangt, für jenes x alle Hypothesen zwischen und 1 
als gleichwnhrscheinlich einzuführen. Hier könnten die Pennu- 
tationen des Binoms gute Dienste leisten, um die Sache einzurenken. 
Wenn MiachungavcrhäUnisae vorgängig nicht gleiche Wahrschein- 
lichkeit haben, warum soll dann fUr Knaben und Mädchen nicht 
gelten, was fUr sie eine so sichtliche Bedeutung bat? Indessen, 
Hebens bei Seite — wird uns nicht wirklich zuviel zugemutet, wenn 
wir alle Werte zwischen und 1 als gleichberechtigt in die BAVKSsche 
Formel einsetzen sollen? Die Werte und I sind Rir das Beispiel un- 
denkbar, sie werden von den Integrationen automatisch überwunden. 
Aber wenn das i: sehr klein sein könnte, sagen wir nur 0,1 — das 
würde heifsen: auf 1 Geburt kommen nach den unbekannten 
Bedingungen 9 des andern Geschlechts — so würde uns die Möglich- 
keit des Zufalls, welcher trotzdem die uns bekannten Verhältnisse 
herbeiführt, doch schon absurd erseheinen. Wir rechnen aber ge- 
trost mit allen Brüchen von der Null an, du die Wahrscheinlichkeit 
a priori , aller Werte zwischen und 1 gleich fähig erscheint". 
Sollen wir nun mit der logischen Theorie, die hier vorzügliche Dienste 
leistet, da logische, d. h. gegen die formalen Gesetze des Denkens ver- 
stofsende Argumente, abgesehen von der Setzung der ganz sinnlosen 
Grenzen, ausgeschlossen sind, den gewonnenen Boden aufgeben, 
der wesentlich dadurch befestigt ist, dafs wir von dem einfachen 
Urnenscliema nichts opfern wollten? Jedes Schema enthält die not- 
wendigen Merkmate, die im gegebenen Falle nur scheinbar fehlen 
können, weil sie bei der Analyse sich wieder einfinden müssen. 
Wir denken und schreiben nicht in der Form der Syllogismen, 
mUsaoD aber die Figuren der Logik aufweisen können, wenn sie 
unserem Denken wirklich zu Grunde lagen. Geben wir die realen 
Bedingungen des Schemas auf, so sind wir der Leere blofser Mög- 
lichkeiten verfallen. Hypothesen im gewöhnlichen wissenschaft- 
lichen Gebrauch ruhen auf der Einfachheit und Zwanglosigkeil, 
mit welcher sie uns ein Verfahren deuten, wenn wir aber so weit 
gekommen wären, dafs wir nach einer grofsen Zahl von Ziehungen 
AUS einer Urne mit nur w oder s Kugeln ein beetimnites Verhältnis 
kennen, so echliefsen wir mit der einfachsten Annahme alle logisch 
möglichen anderen aus und rechnen mit ihnen nicht weiter. Kein 
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Mensch würde heute fragen, mit welcher numerischen Wahi*8cheiii- 
lichkeit wir die Undulationstheorie anzusetzen haben , auch wenn 
es möglich wäre, ihr als logisch gleichwertig eine oder mehrere 
Theorien zur Seite zu setzen. 

Und weiter: auch für die Untersuchung des Umenschemas 
selbst haben die möglichen anderen Urnen, von deren Ebdstenz 
wir ganz und gar nichts wissen, keinerlei Interesse. Wir fragen 
höchstens: In welchen Grenzen kann sich das wirkliche Verhältnis 
der Kugeln in der Urne noch bewegen ? Die B^YESSche Regel giebt 
darauf keine Antwort, die durch ihre Zahlen gerechtfertigt wäre, 
so plausibel ihre Resultate für das Umenbeispiel sind. Für die 
Verteilung der Geschlechter bei den Geburten ist unser Urnen- 
Schema nur eine durch nichts begründete Zuthat unserer eigenen 
Gedanken; daraus kann aber nimmermehr weder fiir wirkliche 
noch für noch so wahrscheinliche Grenzen etwas Objektives folgen. 
Die Zahl der Beobachtungen ins Ungemessene vergröfsem heilst 
bei jeder statistischen Aufgabe den Zweck der Erhebungen ver- 
eiteln. Sie sollen charakterisieren und nicht die Eigentttmlichkeiten 
verwischen. Jene Grenzen sind durch Zählungen auf Grund wesent- 
licher Unterscheidungen des Materials empirisch festzustellen, sie 
sind selbst wieder empirische Daten, vielleicht die einzigen von 
Interesse, welche den Einzeldisziplinen Aufgaben stellen, aber wie 
sie auch auch ausfallen, berechtigen sie nicht, mit der BAYESschen 
Regel zu rechnen. 

Man versuche sich nur klar zu machen, was in der Rechnung 
des Beispiels unter einem Hut, in der äquivalenten Zähloperation 
und der sie bedingenden Subsumption, vereinigt ist Zugegeben, dafs 
die BAYSSSche Regel die eine Urne voll Kugeln richtig beurteilte, 
so hat man hier eine Reihe leichtverständlicher, unserer Willkür 
unterliegender einfacher Mafsnahmen, ob wir selbst ziehen oder 
einen mechanischen Apparat spielen lassen, dort bedeutungsvolle 
Erscheinungen, die, unserem Willen entrückt, in das tiefiste Ge- 
heimnis sich hüllen. Von allem Wirklichen bleibt nur das inhalts- 
loseatt^ Schema» die Zahl. Als einzige Übereinstimmung erweist sich die 
Alltäglichkeit der Vorgänge, die unserer begierigen Forschung so 
unendliche Schwierigkeiten entgegenstellt, wie dies uns allen ge- 
wohnte Loben überhaupt, Giebt uns die absolute Unkenntnis, die von 
funvlaiueutal anderer Natur ist, als bei den Kugeki, eine Spur von 
KtH'ht« undurchdringliche Gebiete in unserem Verstände projiziert zu 
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'finceinen, da wir nicht einmal wissen, ob sie uns nur zum kleiasten 
Teile jemals zugänglicli sein werden? 

Welcher blasphemische Gedanke, den Begriff des Zufallsspiels 
auf die Altmutter Natur anzuwenden, der wir selbst unser Dasein 
verdanken ! 

Aber auch den einfachsten Anforderungen der Erkenn tnialehre 
erspricht es, mit der BAYEsschen Regel wahrscheinliche Ab- 
icfaungen im Geschehen festzustellen. 

Eb ist eine völlige Verkehrung der Aufgaben, wenn man jene 
Clrenzen aus der Zahl der Fälle zu erschliefsen sucht, um eine vermeint- 
liche Basis f(ir die Rechnung xu gewinnen, wahrend eben die ver- 
schiedenen Resultate das statistiaehe objektive Rohmaterial für die 
wissenschaftliche Arbeit abgeben. Mit einer Statistik seit Adams 
Zeiten würde sich gar nichts anfangen lassen, obwohl wir dann 
Wülsten, wieviel Knaben und wieviel Mädchen geboren worden 
sind. Oder würde diese Statistik vielleicht nur deshalb unbrauchbar, 
weil alle gezÄhlteii Fälle, vom ersten Paare, Adam und Eva, an, 
voneinander abhängig sind? Wer die Litteratur kennt, dürfte es 
nicht für ausgeschlossen halten, daTs mit einem solchen Argument 
gewirkt werden könnte. 

Jenes Beispiel geht mit dem Schema zu Anwendungen Über. 
Nicht mehr die einfache mathematische Aufgabe, sondern die Be- 
urteilung der Wirklichkeit ist in Frage. Wir haben nicht mehr 
die Illustrationen des Spiels, sondern Ereignisse mit den Quotienten 
zu beurteilen, welche wir auf den gegebenen Thatbeatand stützten, 
und die uns eine Richtschnur bedeuteten, wesentlich auf Grund 
kausaler Zusammenhänge, und nicht obwohl, sondern weil wir durch 
das, was man Zufall nennt, den Zahlen Verhältnissen eine Bedeutung 
verliehen haben, die jeglicher Mystik entbehrt. Die BAYESsche 
Regel ist der Abschlufs der Lehre, aber sie vermittelt nicht den 
Übergang zur Anwendung, Die neuen Gedanken, die sie scheinbar 
nötig hat lassen sich mit Hülfe des Begriffs der zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit umgehen. 

In dem Lehrbuch von Mever finden sich ferner auf S. 166 
folgende drei „Grundsätze", welche „die Grundlage der Theorie der 
Wahrscheinliclikeiten von Ursachen und künftigen Ereignissen, ab- 
geleitet aus der Beobachtung vergangener oder stattgehabter Er- 
eignisse", bilden. Dieselben lauten: 

„1) Die Wahrscheinlichkeiten der Hypothesen oder Ursachen, 
denen ein beobachtetes Ereignis zugeschrieben werden kann, sind 

Osldiahmlilt. WKliTBubibiliublieilBroahDil»^. 16 
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proportional den Anzahlen der günstigen Fälle, welche sie diesem I 
Kreigniä erteilen. 

2) Der wahrscheinlichste Wert der unbekannten UrBaoliu x\ 
eines beobachteten EreignisBes E ist derjenige, welcher die Wahr- 1 
schtHiitichkeit ij^f(x) desselben zu einem Maxitnum macht. 

3) Bedeutet 

V die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses £; 

V jene des zusammengesetzten Ereignisaes (f , Ff ; 
P die Wahrscheinlichkeit, dafs, indem E eintrifft, auct 

F eich ereignet, so ist offenbar 
F=Pd, 



geschlossen wird," 

Allenfalls dem ersten dieser Sätze könnte man axiotnatiM 
Bedeutung zusprechen, wofern davon abgesehen wird, dafs allttl 
Wahrschcinlichkeitsbrliche erst auf denselben Nenner gebracht wer-^ 
den mUssen. Dafs er nicht nötig ist, sondern nur als Folgerung 
aus dem dritten auszusprechen ist, um die dauernde Übereinetim* 
mung mit dem gewöhnlichen Denken zu erweisen, mag ihm immer 
noch das Kecht sichern, darauf hinzuweisen, wie man aus ihm deo^ 
BAYEsschen Satz abzuleiten veimag. Der dritte Sata nun, 
seinen Überlegungen, ist in der Foi-m schon nicht mehr einfacfafi 
sondern eine bewiesene Beziehung, die auf das Prädikat „Grund-T 
satz" ersichtlich nicht den geringsten Anspruch hat. Der Kweitfl 
Satz ist eine vollkommene Identität, wofern der Begriff der WalirJ 
scheinlichkeit als einer mefsbaren Oröfse feststeht. 

Weit entfernt von Splitter richterei, zumal einem sonst vorxtlf 
liehen Buche gegenüber, kann man doch die Frage nicht unte 
drücken: Wie soll hier der Lernende sich zurechtfinden? 

Über den ersten und dritten Satz haben wir uns schon V6i 
breitet. Der zweite bildet für Meyeb im wesentlichen die 1 
Icitung zu der Benützung des Wahrscheinlichkeitskalkuls in d«t 
Wissenschaft. Ergänzt wird er durch eine vorhei^ehende Bemsi 
kung, nach welcher diejenige Ursache, welcher die gröfste Wal 
scheinlichkeit zukommt, „einstweilen als die wahre Ursache i 
gesehen werden kann". 

Anstatt die Frage aufzuwerfen: wie können wir nun unaei 
Schematismus in praktischen Fragen geltend machen? wird dies 
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Schein atl sin US selbst benutzt, zu erweisen , was ihm einen Inhalt 
geben könne. Bbunoulli war der Meinung, ein Naturgesetz 
zu beweisen , deaaen Inhalt dem blödesten Veratand oinleuchteo 
müsse. Aber was er wirlilich gelehrt hat, ist ein RechuungB- 
"verfahren, das angewendet werden kann, wenn dies „Gesetz" schon 
besteht Eben der BESNODLLische Satz ruitt auf der Annahme einer 
bestimmten Wahrscheinlichkeit für gewisse Ereignisse, und damit 
■war sclion gesagt, welches Verhalten mit groFser Zuversicht zu er- 
warten war. Drehen wir die Sache um, so mufs doch wohl erst 
bewiesen werden, dafs ein solches Verhalten nicht blofs wirklich ist, 
sondern dafs es auch nur iiuf die eineWeiae zu erklären wäre, 
die wir in der Rechnung Bebnodllis voraussetzen. In welcher Dis- 
ziplin genjigt denn das eine Argument, daTs wir ohne Widerspruch 
denken können, was eine ganz vage Vermutung ausspricht, Giebt 
«3 niclit hundert Annahmen, die man sich denken kann, die den Zahlen 
gar nicht widersprechen können, weil diese über das, was mit seinen 
milliouenfiichen Differenzierungen geschehen kann und wirklich ge- 
schieht, nicht das mindeste aussagen ? Die mathematische ümkehrung 
eines Satzes ist nur eine formale Operation ; sie ist nur zulässig in der 
Anwendung, sofern das, was vordem in der Voraussetzung gegeben 
■war, nicht blofs als denkmöglich und in der reinen Anschauung vor- 
stellbar, sondern auch als objektiv begründet, wie eine gute Hypothese, 
angegeben werden kann. Ich meine hier nicht die Voraussetzung, 
dsfs eine bestimmte Wahrscheinlichkeit existiere, sondern dafs 
überhaupt Gründe daflir vorhanden sind, dafs sie existieren könne. 
Hierin freue ich mich mit Stumpf übereinzustimmen (S. 106): 

Ir nt**'^* ^'"^ solches Verhältnis günstiger und möglicher Fälle 
Bunehmen sei, sagen uns, um dies zu wiederholen, nicht unmittel- 
■• die statistischen Zahlen. Es ist eine Hypothese, die selbst nur 
ft wahrscheinlich erschlossen wird, neben der an und für sich 
nie oder unzählige andere Hypothesen logisch möglich bleiben." 
' Nur wUrde ich in dem, was wir bisher wissen, keine Begriln- 
img für eine Hypothese sehen; es handelt sich um eine völlig 
leere Fiktion oder, wenn man lieber will, um ein Gleichnis, bei 
dem in den wichtigsten Punkten die Vergleich ungsraerkmale fehlen. 
Wenn ein Kaufmann seine Bilanz zieht, so hat er vielleicht eine 
Ueihe von Jahren hindurch in vielen Fällen Verlust, in einer 
.grtfücren Zahl Gewinn gehabt. Er hat sich in zwanzig Jahren eine 
i^stik gefertigt, die nahezu gleiche Verhältnisse aufzeigt. Wird 
ein Dritter, der unbeteiligt und ohne Kenntnis der Geschäfte 
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die Statistik liest, wenn er Yon diesen Zahlen auf die Zukunft 
schliefst, das Urnenschema nötig haben ? Das tertium comparationis 
liegt ja nur in den Zahlen, und den beiden Möglichkeiten, die Urne 
mit ihren Gewinn- und Verlustkugeln, die in nahezu konstanter 
Zahl vorhanden sind, ist durch nichts begrtlndet, noch weniger 
aber die Annahme vieler Urnen, die man in der BAYESschen Regel 
mit veranschlagen müfste. Es sind lauter Möglichkeiten, die wir 
täglich wirklich werden sehen, mit denen der Kaufinann rechnen, 
d. h. auf die er gefafst sein mufs, aber keine Hypothesen, mit 
welchen er so merkwürdig rechnen könnte. Mit den Zahlen allein 
an das Problem der männlichen und weiblichen Geburten heran- 
zugehen, hat denselben Sinn, als wollte Jemand an solchen schema- 
tischen kaufmännischen Bilanzei^gebnissen ohne andere Kenntnis in 
die Geheimnisse der Volkswirtschaft eindringen. Die Zahlen cha^ 
rakterisieren, und wenn z. B. der Philolog uns mit einem Quotienten 
fUr die Wahrscheinlichkeit der Klassizität einer Form kommt, so 
wissen wir ganz genau, dafs er nicht zufkllig in eine Urne ge- 
griffen, sondern dafs er sich redlich abgemüht hat, alle ihm erreich- 
baren Quellen auszufischen. Er würde uns wohl mit verwunderten 
Augen ansehen, wenn wir ihn nach der wahrscheinlichen Ab- 
weichung seiner Bestimmung fragten; logisch waren ja wohl alle 
Fälle zwischen und 1 möglich, und man hüte sich, ihm zu ver- 
raten, dafs jeder Quotient, den er bringt, der wahrscheinlichste 
Wert ist, ohne hinzuzufügen, dafs er sich mit der steigenden ZaAA 
der Fälle auch immer mehr der Gewifsheit nähere, damit die Eailfte 
nicht zu früh erlahmen. 

Bei den Geburten hat man versucht, aus den Ovarien und der 
Prädestination der Keime für das eine oder andere Geschlecht die 
Analogie wenigstens begreiflicher zu machen. Nie habe ich — 
man verzeihe die subjektive Bemerkung — diese Betrachtungen 
ohne Mifsbehagen lesen können. Schon die Zwillingsgeburten be- 
reiten der „Theorie" Schwierigkeiten; sie passen nicht in die Rech- 
nung. Nimmt man die Aufgabe als eine lösbare an, so gehört sie 
in die Physiologie, welcher die Statistik die Zahlen auszuliefern 
hat mit allen anderen Erhebungen, die sich auf den Ursprung nach 
geographischer und ethnologischer Richtung beziehen. Zunächst 
will man aber nur wissen, wie man rechnen müsse. Das Umen- 
gleichnis ist aber auch mit jener Fiktion nicht hergestellt, wenn 
nicht wieder „Htllfshypothesen*' gemacht werden. Um zu erweisen, 
dafs es sich bei den Geburten um eine auch nur zahlenmäfsige 
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Kongruenz mit einem Zufallsepielc handelte, würde man eine Un- 
zahl von Beobachtungen nötig haben — das wird Niemand bestreiten. 
Hätte man diese aber, dann brauchte man wieder nicht mit nur 
erschlossenen wahrscheinlichen Abweichungen zu rechnen. Man hätte 
ja sicher beobachtete. Will man aber, wie man doch muTs, für ein 
Volk oder einen sonst wie abgegrenzten Bezirk wieder die Annahme 
machen, dafs man es mit einer besonderen Urne zu ihun habe, so 
würde von neuem jene Anforderung an die Statistik herantreten. 
Aaf diesem Wege kommt man nicht weiter. Die Prttzieionszahlen, 
wenn sie wirklich der Statistik notwendig sind, was überzeugend 
nachzuweisen eine gute Aufgabe sein wtirde, lassen sich auf diesem 
Wege nicht begründen. 

Von dem Urnenachema ist bei den Geburten nur ein Moment 
von einleuchtendem, unmittelbarem Zwang wiederzufinden, nänilich 
das logische Schema, welches von ihm ausgelöst wird. Das erstere 
ist nicht logisch, so wenig, wie die Elektrisiermaschine, die auch 
von keinerlei praktischem Gebrauch ist, oder die Atwoodsclie Fall- 
maschine logische Schemata sind; was zu D em o ns trat! öns zwecken 
ausschliefslrch verwandt wird, schematisiert die Wirklichkeit. Die 
Urne symbolisiert die Unbestimmtheit der einzelnen Falle; ihr In- 
halt, die Bestimmung, garantiert die objektive Grundlage der Dis- 
junktion. Jenes logische Schema, die Disjunktion Knabe oder 
Miulchen, ist aber nicht der Rechtsgrund für die Wahrsclieinlichkeit 
J, wie SiowART und Stumpf annehmen, der eine auf subjektiver, 
der andere auf streng objektiver Basis, Die Wertung | ist ledig- 
lich eine Schätzung, aber keine Bestimmung. Das statistische 
Ergebnis giebt der Schätzung einen andern Wert, aber die neue 
wie die frühere ruhen nicht auf subjektiven, sondern auf objektiven 
Grundlagen. Wie Stdmff der objektiven Theorie imputiert: 

I„Die falsche Annahme, die wir gemacht hatten , . . ., betraf 
nicht unsern Wissensstand, sondern die Ursachen der Ereignisse. 
Von ihnen hatten wir vorausgesetzt, dafs sie nach beiden Seiten 
idn gleich lägen. Der Begriff der Chance und somit auch der 
gleichmöglichen Fälle bedeutet also doch einen objektiven Zustand, 
ein Verhältnis realer Bedingungen. Die aposteriorische Wahr- 
Bcheinlichkeit Iftfst sich nicht mit der alten Definition vereinigen . , ,", 
so werden wir sicherlich nicht argumentieren. 
I Liegt es denn wirklich so, dafs wir Menschen über die 

iburtenverteilung ohne die statistischen Zahlen gar nichts wissen 
nur <lie Disjunktion als Leitfaden haben? Würde steh denn 
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eine erhebliche Abweichung von der Parität den Augen verbergen 
können? 

Sollte SüssHiLCH auch jetzt noch recht behalten, wenn er 
meint, es sei vor John Gbaukt, der 1666 schrieb, keinem Manne 
aufgefallen, dafs jeder eine Frau bekomme? Die Schätzung ist durch- 
aus a posteriori und wäre ohne unsere Kenntnis eine Täuschung. 

Der Lehrer im Dorfe wird aus der Frequenz der Geschlechter 
in der Schule eine Basis für die Schätzung gewinnen, und gröfsere 
Abweichungen müssen ihm auffallen. Unser alltägliches Leben 
lehrt, dafs alle wichtigen Vorgänge im menschlichen Leben sich 
mit grofser Rogelmäfsigkeit abspielen. Ohne irgend welche zahlen- 
mäfsige Kenntnis erwartet der Mensch vom Morgen das Gestern, 
und so ist es immer gewesen. Wäre diese alltägliche Konstanz in 
den menschlichen Dingen, wie da draufsen in der Natur, nicht die 
Regel, sondern die Ausnahme, so wäre auch die Statistik älter, als 
sie ist Es ist gewifs sehr wichtig, dafs die letztere Beständigkeit 
auch in den Zahlenverhältnissen uns nachweist, aber man mufs sich 
über die Verwunderung wundern, mit der jene Zahlen zu- 
weilen aufgenommen wurden. 

Die Schätzung ^ ruht also nicht auf unserer Unkenntnis, sondern 
nur auf dem, was wir wissen. Eine Erklärung für die gleiche Ver- 
teilung der Geschlechter können wir gar nicht verlangen; nur die 
Abweichung ist von einer gewissen Rätselhaftigkeit, die unsere 
Wifsbegier anspornt Auch die Prädestination der Keime verschiebt 
die Dunkelheit nur um Geringes; sie wäre wichtig für die Physio- 
logie, die solchen Annahmen freilich weder widersprechen noch zu- 
stimmen kann, weil sie von der Zeugung so gut wie gar nichts weifs. 

Wir haben alle Ursache, uns zu bescheiden, aber wir sind ge- 
zwungen, kausale Momente vorauszusetzen, wo und wann wir an 
die Ea*scheinungen herantreten. Über so tief verborgen liegende 
Verhältnisse kann man nur spekulieren ; die allgemeinsten, trivialsten 
Konstruktionen werden hier noch am leichtesten erträglich, und 
feine Hypothesen sind nur aus ästhetischen Gesichtspunkten zu be- 
urteilen, wie andere Erdichtungen und Dichtungen überhaupt Wir 
können Bilder über Bilder häufen und kommen keinen Schritt von 
der Stelle. Natürlich giebt sich in den Zahlen die Resultante einer 
Unzahl von Ursachen, die in unendlichen Verkettungen aneinander 
hängen, aber nach der Natur unseres Verstandes sind wir darauf ein- 
geschränkt, nur da im kleinen mit unserer Untersuchung zu 
reagieren, wo sich ein Angriffspunkt bietet 
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1 kleinen nichts verrichten 



Du kannst h 
Und ftngsl ( 

_ tfichte man aU Variante einer Variante den kühnen Spekulationen 

entgegenhalten. Man gebe dem Physiker die Richtung und Gröfse 

einer Bewegung, von deren Komponenten er gar nichts weifs, und 

man verlange von ihm, auch nur die wahrseheinlichsten una auf- 

zuz«ichnen. „Gieh mir, wo ich stehe, und ich werde die Welt er- 

Mhütteru," soll Ärchiniedes gesagt haben. Aber er hatte wenigstens 

Kräfte, mit deren Art er operieren konnte; in den summarischen 

Aufgaben der Statistik fehlen die Kräfte, die man erforscht hätte, 

und nirgends ist auch nur die Spur eines Angriffspunkts. 

^^ Was wir durch die Zählung erfahren, ist in der That ein Er- 

^Bolg, bei dem wir aus dem Inhalt des Geschehenen alles beseitigt 

^^Hiben , was individuell die Aufgabe der Forschung bedeutet. 

^Htine Physik der Organismen läf^t sich nicht en gros herstellen ; man 

^^■□ra das Einzelne zusammentragen und mit den Ideen, die wir der 

^Hhtur entgegenbringen, vergleichen. Idee und Einzelforechung 

^Vbidien sich gegenseitig zu ergänzen und zu berichtigen. Dafs 

irgend welche natürliche Bedingungen die Geburt eines männlichen 

Geschöpfes herbeifiihren werden, müssen wir denken, wenn der 

toden der Erkenntnis nicht mit dem der Metaphysik vertauscht 

■den soll. Mit supranatural ist! sehen Anschauungen hat man aber 

»de Wissenschaft zu verschonen; es bleibt uns nur gestattet, im 

iine Kants die Natur unter dem Gesichtspunkte regulativer Prin- 

^ien der Vernunft zu betrachten. Auch wenn uns keine Hand- 

bbe zur Verfügung steht, ZiveckmäTsigkeit und Ordnung in dem 

eiche der Dinge objektiv nachzuweisen, so wäre es thöricht, mit 

1 Gedanken an die Forschung zu gehen, dafs, wie im einzelnen 

alle Vorgänge einen kausalen Charakter haben, dieser im 

"ofsen Weltgetriebe verloren gehe, weil wir ihn nicht zu erkennen 

vermögen. Nur dürfen wir nicht voreilig meinen, dafs sich mit 

diesen Ideen allein etwas aufbauen Itcfse ; sie sind von regulativem 

und nicht von konstitutivem Gebrauch. Dafa unsere Schätzung 

der Wahrscheinlichkeit 4 und die durch die Statistik berichtigte 

zur Beurteilung eines vergangenen und eines zukünftigen Geschehens 

geeignet sei, dafür bürgt uns die Sicherheit, mit der wir una in 

der Welt mit unserem Verstand und mit unserer Vernunft aurecht- 

Unden. DaTs konstante Bedingungen, die sich auch nur an- 

phernd mit dem Kugelvorrat in der Urne oder der festen Gestalt 

I Würfels vergleichen liefsen , vorhanden sind , ist durch nichts 
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erweisbar, und das Gleichnis bleibt ein farbloses Bild ohne um- 
risse, zumal bei dem Geheimnis, mit dem die Natur viel einfachere 
Prozesse sorgfältig zu hüten scheint, jede Möglichkeit abgeschnitten 
ist, sich auch nur die Spur einer Vorstellung zu bilden. Unser 
Gebrauch der statistischen Zahlen ruht auf demselben Vertrauen, 
mit dem der Wilde dem Wiederaufgang der Sonne entgegensie&i 
Was wir erwarten, ist nicht so eindeutig wie diese Erscheinung, 
aber das Vertrauen ist derselben Art, und wie beim Wilden nicht 
die Unwissenheit, sondern das, was er täglich sieht, die Erwartung 
auslöst, so ruht auch der EinfluTs, den wir geeigneten Zahlen der 
Statistik auf unser Urteil einräumen, nicht auf negativem, sondern 
auf einem thatsächlich vorhandenen Fundament 

Wenn wir nun jene Annahme \ für weibliche oder männliche 
Geburten gar nicht gemacht haben, indem wir auf die Disjunktion 
und das uns stützten, was sie negativ aussagt, so werden wir auch 
die Schwierigkeit, die Stumpf findet, die Korrektur seiner 
objektiven Bestimmung ^ mit deren objektivem Charakter in Ein- 
klang zu bringen, nicht zu überwinden und nicht zu diskutieren 
haben *). 



') Die BAYESSche Regel und ihre Erörteraog fuhrt Stumpf auf mehrere 
Inkonsequeozen. Wenn das WahrscheiDÜchkeitsurteil seiner Definition und 
Auffassung entspricht, so ist der Satz (S. 102): 

„Wahrscheinlichkeiten hypothetisch setzen kann aber nur den Sinn haben, 
dafs man gewisse reale Verhältnisse hypothetisch setzt, auf Grand deren 
man, wenn sie uns gewifs wären, dem Ereignis eben diese Wahrscheinlich- 
keiten zuschreiben würde ^ . . . 
nicht richtig. Warum sollen „hypothetisch gesetzte'' Wahrscheinlichkeiten 
sich nicht auch mit einem disjunktiven Urteil und der bekannten Prämisse 
begnügen dürfen? 
Und femer: 

„Mischungsverhältnisse haben allerdings nicht vorgängig gleiche Mög- 
lichkeit. Aber dies verschlägt hier (bei den hypothetisch gesetzten Urnen 
d. y.) nichts, wo sie nur benützt werden, um den Sinn der verschiedenen 
Hypothesen und der resultierenden empirischen Wahrscheinlichkeit zu ver- 
anschaulichen.'' 
Stumpf trennt nämlich den Fall der Anwendung des BATSsschen Prinzips, 
welcher sich auf eine grofse Reihe von Beobachtungen bezieht, obwohl er 
zunächst mit den Mischungsverhältnissen als von ungleicher Wahrscheinlich- 
keit wirklich rechnet. Ich gestatte mir die Frage: wieviel Züge müssen 
erfolgt sein, damit man die Verteilungen nur zur Yeranschaulichung des 
„Sinnes der verschiedenen Hypothesen" benützen dürfe? Und was heifst das 
letztere, da man doch mit den verschiedenen Hypothesen rechnen soll ? Nicht 
anders, als Poissom es in dem angefochtenen Beispiele hat, an welches sich die 
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ir werden auch nicht sagen, dafs sich „die «posteriori seh 6 
Wahrscheinlichkeit nicht mit der alten Definition vereinigen" lasse. 
Im Gegenteil, sie ist im Gefüge der Rechnung fest enthalten, und 
wir fragen nur anders: 

Wie läfst sich die Wahrscheinlichkeit a priori und die a posteriori, 
die beide völlig derselben Grundlagen bedürfen, in der Wirklichkeit 
anwenden? 

Es liegt nicht im Plane dieser Arbeit, hier eine erschöpfende 
Besprechungen der Anwendungen zu liefern, zumal der Verfasser 
diese Aufgabe in besonderer Schrift zu behandeln gedenkt. Wichtig 
erschien ihm vor allem, dafs eine feste Stellung zu dem Inhalt der 
Lehre genommen wird, die immer den Anspruch auf ein Kapitel 
der Methodenlehre erheben darf. 

Jegliche Art von Statistik kann den Anlafs zu jenen Quotienten 
geben, die wir als Wahrscheinlichkeiten bezeichnen. Es ist nur 
die Frage, ob sie als solche in aller Schärfe dem Schema ent- 
sprechen, dafs wir, wo nicht die BAYESsche Regel, doch die Resul- 
tate und den Inhalt des BEKKouLUschen Satzes anwenden dürfen. 
I>ieaer giebt Vorschriften numerischer Natur und setzt die Urne 
mit ihrem konstanten Inhalt und dem ganzen Apparat voraus, den 
^^ir Zufall nennen. 

^^p Wenn nun in der That sein Gedankeninhalt so einleuchtend ist, 
^^Be er Bernoulli alltäglich erschien, und wie es das von Bebtband 
^^&igpgebene Beispiel vom Karussellplatze (ä. o. S. 174} beweist, so ist 
doch, wie mir scheinen will, überall, wo wir den Satz nicht mit 
Exaktheit, sondern nur nach seinem allgemeinen Gehalt aussprechen, 
ein wesentlicher Unterschied zu machen. Dieser beruht lediglich 
in der Auffassung der Welt, wie unsere Vernunft sie vorschreibt. 
Ihr widerstrebt es, mit dem Umengleichnis bei irgend welchen uns 
bedeutsam erscheinenden Vorgttngen dem Zufall eine Rolle ein- 
zuräumen, wo es uns viel näher liegt, an Ordnung und Zweck- 
mäfsigkeit und ein gesetzmäfsiges Verhalten zu glauben ; nicht anders 
erscheint es uns unerträglich, an den Würfel- und Umenbeispielen 

Kritik v. Kaiss' knüpfte. Und femer: wenn nach dem ÜERNuDLUBchcn Geaets 
sich schon der hier nötige Aufschluls über die Wahrsehciulichkeit des wahr- 
scheiulichatcD Falles ergeben sollte, warum dreht man den Satz erat um? 
Und wanun können wir, nachdem eine Abweichung vou den ureprünglicli für 
die einfachen Ereignisse aufgestellten Quotienten sich in den Zahlen leigl, 
die „unprÜDgliche Hypothese" festhaltenf {S. 101) „Sie bleibt logiecb möglich 
wie jede andere.* Eben deshalb wird anch mit ihr in der BATHaschi.-n Regel 
gerechnet, aber nicht um sie festEubalten, sondern um sie zu überwinden. 
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den De terra ini am US gelteod zu machen und von vornherein j 
zunehmen, daf» jede Kugel, weil ihr Zug kausal bedingt int, nun- 1 
mehr auch als im Weltgeschehen für das Erscheinen an beBtimmtö" * 
Stelle prädestiniert zu betrachten ist. Bei den Zu tall »spielen, also 
bei den nicht allein völlig hinreichenden, sondern auch den einzigen 
den Gegenstand der Rechnung allseitig beleuchtenden Illustrationen, 
konnte es gelingen, dem Zufall einen bestimmten objektiven Charakter 
zu geben. Hier ist er lediglich ein Name für alle Ursachen, die 
von den konstanten realen Bedingungen völlig unabhängig in Aktion 
traten. Unsere Vernunft hat keinerlei Interesse, ihrer Wirkung»* 
weise im einzelnen zu folgen. Die Unterscheidungsmerkmale der 1 
einzelnen Fälle waren ao blaTs, dafs die Rontradiktion „OrdnnD| 
und Unordnung" nur Sinn behielt in den Zahlenvorhältnisaen, 
den konstanten Bedingungen angemessen waren. Auch die extrema 
sehr wahrscheinlichen Fälle erscheinen vom Standpunkte des Spiol 
fast als Unordnung, weil sie vom Zufall hier verlangen, Jafa ( 
einzig bedeutungsvollen Ursachen adäquat sich geltend machen L 
Jene Unordnung mufste mit der Steigerung der Versuchszahl darc 
einen AuBgleichuiigsprozefo überwunden werden, der nichts Mysti« 
enthalten konnte, weil er unserem Verstände als das Angemeasena| 
erschien. Er ist iiine Thalaache, wenn er sich vollzieht, aber ( 
schiebt kein Wunder, wenn er einmal ausbleibt, 

WmnELBAND hat in seinen sehr ansprechenden Untersuchunf 
über die Lehren vom Zufall seinen Faden an den Beziehung« 
Zufall und Ursache, Zufall und Gesetz, Zufall und Zweck, ZufJ 
und Begriff abgesponnen, lauter Gegenüberstellungen, die Ordnunj 
begriffe und -Prinzipien, mit welchen wir an die Welt herantrete 
in eine sichtliche Opposition zu dem stellen, was bin und w 
als Objekt der Wahrscheiuhchkeitsrechnung bezeichnet wird. 

Aber schon der erste Schritt von der Lehre zur Anwendu)J( 
giebt uns Anlafs, mit der Ordnung des Zufalls zu brechen und ntchv 
Mafsgabe seiner kontradiktorischen Prinzipien zu verfahren. 

Eine Auffassung des Wirklichen als eines Teiles des Möglicl 
aus dem es sich nur auf Grund einer arithmetisch- dynamische 
Konkurrenz emporheben sollte, die logisch sich zwanglos aussprecbl 
lafst, entbehrt nicht allein jeglicher Objektivität, sondern &ie beraiU 
uns des einzigen Bindemittels, mit dem wir in der Erkenntnis t 
Webefäden zn einer einheitlichen Gestalt verknüpfen , wie wir I 
auch im einzelnen Falle nennen, ob Gesetz, ob Zweck, ob Ordnniri 
mit einem Worte, es ist das Prinzip der Eausaiitfit, das i 
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Benken zugrunde liegt. Wenn wir mit den Mögliclikeiten im 
Würfelspiel rechnen, so wissen wir, welcher Art die Wirklichkeit 
war, die den Zahlen im Zähler und Nenner entsprach. Wir seibat 
hatten sie ihr planmäfaig verliehen, aber nirgends in der Welt ent- 
äpricbt objektiv dem Würfelspiel ein Geschehen, aucb wenn die 
Zahlen als einziger Vergleichspunkt uns mit dem Scheine täuschen, 
dafs es so sein könne. Nur wo wir selbst den Zufall arrangieren, 
kann der Scheraatisinuä der Rechnung mit seiner ursprünglich fest- 
gesetzten Bedeutung unmittelbar angewandt werden. Wir können 
aber trotz der schönsten Disjunktionen nicht an die Zahlen der 
Statistik herantreten, indem wir von ihnen voraussetzen, dafs sie 
konstante Bedingungen mit den Chancen der Zahlen zum Ausdruck 
bringen, so dafs alle logisch möglichen Fälle sich aus dem Bereiche 
des Nenners mit gleichem Recht in die Summation des Zählers 
aufzuschwingen vermöchten. Es widerspricht sich logisch kein Mafa 
der Anziehung der Massen, Kn Schöpfer der Welt .enthält keine 
logische Unzuträglichkeit, er hat also logisch und seinem Begriff 
nach einen Spielraum — ja, meinen wir wirklich, nur zwischen einer 
einfachen indirekten Proportionalität und der umgekehrten dritten 
Potenz der Entfernung, deren Quadrat im Nenner des bekannten 
Mafses auftritt? Dann ist unser GravitntionsgesetB nur ein solches 
nach der wahrscheinlichsten Hypothese. Warum sollen diese Über- 
legungen hier verboten sein? Der Materialist wird meinen, im An- 
fang waren nm- Massen vorhanden mit inhärenten Gesetzen, den kon- 
stanten Bedingungen, und dann ging das grofse Würfelspiel „die 
Welt" lo», Kant bat recht: wir dürfen mit dem Spielraum 
unserer Gedanken nicht die Welt meaaen wollen, weder im grofsen 
noch im kleinen. Unsere Begriffe dulden jene WiNDELBANDSchen 
Kontradiktionen Zufall - Gesetz u. s. w. ; wenn sie richtig sind, 
erschöpfend können sie ja nicht sein, so ist für eine Metaphysik 
immer die Wahrscheinlichkeit nach jeder Seite J; warum auch nicht, 
da sie beide logisch „gleich möglich" sind. Ich wüfste nicht, was 
logisch der Zufallshypotbese für die Welt im Wege stünde. Eine 
Hypothese ist so denkbar wie die andere, und da wir es hier doch 
wohl mit dem allgemeinsten Fall der Wahracheinlichkeitsaussage zu 
thun haben, und da jeder Spielart des Zufalls ein Prinzip der Ord- 
nung entgegentritt, so sind wir ihm mit der Hfilfte der Gründe 
verfallen. Den Gedanken, dafs diese Welt die beste unter allen 
mögllcheD Welten sei, hatte Lbibniz aus dem Bereich des logisch 
Möglichen genommen, aber die zubillige Wahl läfst sich nicht er- 
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tragen y „Gottes Weisheit hätte die bessere Welt erkennen, seine 
Güte sie wollen, seine Allmacht sie schaffen milssen*' (Übebwbg, 
Gesch. d. Phil. S. 151). Das Zusammenstimmen von Leib und Seele, 
wie es der Occasionalismus lehrt, öffnet dem Zufall Thor und Thür, 
aber die prästabilierte Harmonie schafft Ordnung. 

Wie hier das Interesse der Vernunft die Weltanschauung an 
anthropomorphistischen Gedanken modelt, so soll auch das Umen- 
gleichnis via Bebnoulli die Unerträglichkeit des Gedankens, dafs 
sich das Geschehen in einer so indifferenten Weise abspiele, wieder 
beseitigen. Aber der BEBNOULLische Satz rechnet mit Zahlen, die 
f(ir das Spiel nicht allein logisch möglich sind, sondern die, wie sie 
auch aussehen, sofort kombinatorisch in der Wirklichkeit nach- 
gewiesen werden können. 

Es ist doch wohl unserer abstrahierenden Phantasie zuviel zu- 
gemutet, alles wegzudenken, was wir wissen, und mit dem Urnen- 
Schema, dem überdies von den wesentlichsten Vergleichspunkten 
einige fehlen, an diese lebendige Welt heranzutreten. Mit solchen 
Gleichnissen beruhigt man Kinder — nur giebt man ihnen hübschere. 

Man kann zuweilen lesen, dafs es die Aufgabe der Statistik 
sei, konstante Verhältnisse in den Zahlen festzustellen. Dieser Ge- 
danke ist ein Rest der Anschauung, die in der Ermittlung sta- 
tistischer Zahlen eine Messung von Naturkonstanten sah. Er ist, 
wenn nicht alles trügt, im Schwinden begriffen. Wie überall in der 
Erkenntnis ist es die Veränderung, an die ein Interesse sich knüpft, 
und die Abweichungen in den Zahlen erbieten sich als soviel Auf- 
gaben, nach den Ursachen, nach funktionellen Beziehungen zu suchen. 
Es wird gut sein, aus kleinen Zahlen nicht voreilig zu schliefseu, da in 
ihnen sich solche Ursachen geltend gemacht haben können, welche das 
Urteil des allgemeinen Sinnes, den man mit ihm verbinden will, 
berauben. Aber die alte Vorstellung von den konstant wirkenden 
Ursachen und der Ausgleichung der zufälligen in einer grofsen 
Zahl von Daten soll man insoweit aufgeben, als man zur Beurteilung 
das BEBNOULLische Theorem heranzieht. 

Wer an irgend eine statistisch charakterisierte Erscheinung mit 
den Zahlen der BAYESschen Regel herantritt, der argumentiert, 
wenn er nicht blofs rechnet, sondern sich auch über das, was er 
thut, Aufschi ufs zu geben sucht, in dieser Weise: 

Ich rechne, als ob ich eine absichtslos unter unendlich vielen 
Urnen gewählte vor mir hätte, die also wirklich alle vorhanden 
und in denen alle Verteilungen repräsentiert sind. Aus dieser Urne 
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Statistik Fälle der einen und andern Art aufzählt. 

Wer sich auf die BEBKODLLische Entwicklung stützt, der bat 
sich zu sagen: 

Die gezählten Fälle geben mir für eine bestimmte Urne zwar 
nur das wahrscheinlichste Verhältnis der Eugelu. leb nehme es 
aber bei der grofsen Zahl als sicher an und rechne so, als ob die 
Ziehungen ohne Absicht Torgenommen sind. 

Haben wir es bei allen Wahrschein tichkeitshestimmiingen mit 
einer plausiblen Übereinkunft zu thun, so wäre hier zu sagen: 
Nun gut, auch über die Anwendung dieser Sätze und dieser Rech- 
nung wollen wir uns veralSndigen. Darüber ist nicht zu streiten, 
wenn sie irgend welche praktische Bedeutung aufzuweisen ver- 
mag. In beiden Fällen entscheidet wesentlich fUr das Resultat die 
Zahl der konstatierten Fälle. Ist es denn da, wo man mit ver- 
schiedenem Umfang des Materials arbeitet, nicht das Einfachste, ihn 
anzugeben? Wahracheinlichkeitsaussngen wollen nur das Urteil lenken; 
ist denn diese Direktive aus den Dingen ableitbar? Überlassen 
wir uns nicht einer Lotterie, die, wenn sie schon ein Gleichnis vor- 
stellen könnte, uns eine bestimmte metaphysische Ansicht, wenn 
auch nur als vorläufig geltend, aufdrängte. Ist es denn im Inter- 
esse unserer Vernunft, uns zu denken, dafs es sich in der Welt so 
verhielte, dafs alle erdenkbaren Fälle, so verschieden und millionen- 
fach bestimmt in ihrer Eigenart sie bei der Einzelbetrachtung sind, 
in den Welturnen der Möglichkeit ein geruhsames Dasein fuhren, 
bis sie, aus der einen Urne erlöst, in eine andere geworfen werden, 
wie es dem Zufall, der nur an der Zahl seine Schranke hat, ge- 
fällig ist? Sollte da nicht die Vorfrage erlaubt sein: Für welchen 
Zweck ist diese Anschauung unerläfslich ? 

Ist denn nicht genug geschehen, wenn dem Blutumlauf der 
Welt mit den Zahlen der Puls gefühlt wird? Wenn ein berühmter 
Maturforscher sagen konnte: „Eine einzige Zahl hat mehr wahren 
und bleibenden Wert als eine kostbare Bibliothek von Hypothesen", 
80 mag's genug sein und man beraube die Zahl nicht ihres Werts 
durch Hypothesen, die nicht einmal auf diesen Namen gerechten An- 
^^nruch haben. 

^^m Vun jenen Kombinationen mit den Möglichkeiten des Zufalls- 

^Blela fuhrt zu den Zahlen der Statistik, welche überall darauf 

^wisgehen soll, funktionelle Beziehungen, wenn nicht nachzuweisen, so 

doch symptomatisch der Bestätigung durch weitere Untersuchungen 
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zu unterbreiten, keine Verbindung. Hier ist nirgends ein wider- 
standsfähiges Material, in welchem wir versuchen könnten, einen 
Haken einzuschlagen, um die Theorie des Zufalls an ihm zu be- 
festigen. Die Auffassung, dafs es sich so verhalten könnte, als 
seien konstante Bedingungen in ihrer vollen Bestimmtheit wirksam, 
und dafs sie nur hin und wieder durch Störungen beeinträchtigt 
werden, die im Gesamtbilde sich wieder auslöschen, hat manches 
für sich. Aber alles spricht bei näherer Überlegung dagegen, dafs 
eben jene Bedingungen sich so verhielten, dafs sie in den noch so 
gut geordneten Zahlen sich offenbarten, oder auch nur, dafs eine 
solche Manifestation einen andern als den Charakter eines ein- 
zelnen, sehr vorsichtig zu behandelnden Symptoms abgeben könnte. 
Wir sind weit entfernt, zu leugnen, dafs man sich auch in der 
Statistik, wenn alle anderen Mittel versagen, hin und wieder die 
Frage vorlegen könnte: wie würden sich im gegebenen Falle die 
Zahlen stellen, wenn wir es mit einem Zufallsspiele zu thun hätten? 
Wer sich dann, weil ihm die Abweichungen bemerkenswert er- 
scheinen, zu weiteren Nachforschungen anspornen läfst, der ist 
jedenfalls auf rechtem Wege. Nur gegen die Auffassung richtet 
sich unsere Betrachtung, welche mit den wahrscheinlichen Ab- 
weichungen umgeht, als ob sie eine den Zahlen wirklich zukom- 
mende charakteristische Messung oder auch nur Schätzung bedeuten. 
Nur was man bei der Rechnung zu denken hat, soll hier erörtert 
werden; dafs aber die Darstellungen dem Leser, der sich orientieren 
will, zuweilen „schauerliche Kohlen" zum Forttragen bieten, wo er 
nach „verborgen-gold'nem Schatze" schürft, wird schwerlich bestritten 
werden. Die Naturwissenschaft hat bei Fehlerbestimmungen zwar 
einen problematischen Boden, den sie als solchen anerkennt, aber die 
Gröfsen, welche sie bestimmen will, sind wirklich vorhanden wie 
die Fehler, die mit der UnvoUkommenheit aller menschlichen Vor- 
richtungen, der Methoden wie der Instrumente, verbunden sind. 
Hier m u f s man sich für einen Wert entscheiden, und die üblichen 
Methoden haben nicht allein plausible Direktiven für sich, sondern 
sie haben sich auch praktisch bewährt Diese Zweckmäfsigkeit läfst 
sich da, wo „wahre Werte** nur Fiktionen bedeuten, in keiner 
Weise darthun, ganz davon abgesehen, dafs uns z. B. der wahre 
Wert irgend einer statistischen Wahrscheinlichkeit zumutet, an einen 
Sachverhalt zu glauben, der völlig dem Umenschema entspricht 
Auch der unregelmfifsige von ebenen Flächen begrenzte Körper, 
tU)er dessen Wahrsoheinlichkeitsqualität eine Unzahl von Würfen 
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äufscblur» geben kann — man versteht leicht, was gemeint ist — , 
knnn hier nicht klar machen oder begründen, was nur aus 
Untersuchungen mit dem Schweifs der Einzel forachung zu ge- 
winnen ist. In dem Körper sind konstante Bedingungen ge- 
geben, die sich Geltung verschaffen werden, wenn Jemand da ist, 
der das Würfelspiel besorgt, Hier haben die M'^ahrscheinlichkeiten, 
die jeder Eventualität zukommen, eine feste Bedeutung, aber auch 
sie können mit den Mittein der Disziplin nur mit Wahrscheinlich- 
keit ange^'ebcn werden. Nur dem regelni 8 feigen Körper von idealer 
physikalischer Quahtät kommen die Quotienten als feste Bestim- 
mnngsetUcke zu und, kein Wunder, als Daten aus dem, was wir 
wissen , und nicht aus dem , was uns verschlossen ist. Darin liegt 
der Unterschied zwischen der Bestimmung a priori und der a 
posteriori, dafs letztere in ihren Voraussetzungen den EinSufs aller 
jener Ursachen enthält, die wir als Zufall innerhalb der Disziplin 
definieren konnten. Aber in der Anwendung auf statistische Zahlen 
läfst sieh weder fest definieren, was man unter konstanten Be- 
dingungen verstehen, noch was man dem Zufall anheimstellen will. 
Darin liegt die ganze Schwierigkeit der statistischen Methoden, dafs 
ihnen die begrifflich fest abgegrenzten Ursachen der Naturforschung 
nicht zu Gebote stehen. Was auf Einwirkung der Gravitation, der 
Elektrizität, der Wanne im Einzel geschehen zurückzuführen ist, 
das tftfst sich nahezu exakt feststellen; ob aber der Beruf, das 
Klima, diese bestimmten Lebensgewohnheiten einen eindeutigen 
Eiaflufs auf ein statistisch markantes Resultat ausgeübt haben, und 
was in jeder Untersuchung auf zufällige Einflüsse zuriickzuftihren 
ist, kttnnen uns die Zuhlen an der Hand der BAVESschen Regel so 
wenig als unter der Führung Bernoullis lehren. 

Die Statistik hat Zahlen zu ermitteln, denen die Fähigkeit zu 
charakterisieren eigen ist; sie hat die Aufgabe, zu vergleichen, die 
Unterschtexle und Gleichheiten, die sie vorfindet, an Jen sonstigen 
feststehenden Ergebnissen der Einzeldiseiplinen zu messen und den 
Versuch zu machen, ihre Resultate zu erklären. Das kann sie 
alles nur mit Wahrscheinlichkeit erreichen; die Sicherheit der In- 
duktion in der Physik ist ihr versagt. Will man von einer statisti- 
schen Induktion sprechen, so fehlt dieser ein wichtiges Hülfsmiltel, 
das Experiment, dem die Statistik nur eine begi'iffliche Elimination 
der Ursachen entgegenzustellen hat. Die Ausschliefsung der Ur- 
tfihen vollzieht sich in der Physik an der Einzelerscheinung, in 
r Statistik an den knappen, blutleeren Resultaten, den Zahlen. 
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Wie jede Wissenschaft hat sie das, was sie Einzelbeobachtungen 
nennt, zu allgemeinen Resultaten zu verwenden ; sie mufs versuchen, 
durch Anordnung ihres Materials das Zufkllige, d. h. hier wie in 
der Physik das ftlr die Frage Unwesentliche, Gleichgültige, zu 
überwinden, aber da alle diese Operationen sich an Begriffen voll- 
ziehen, denen eine eindeutige, getrennt zu denkende Ursache in der 
Wirklichkeit weder entspricht noch entsprechen kann, so kommt 
sie auch nur zu wahrscheinlichen allgemeinen Sätzen. Diesen Sätzen 
kommt hinwiederum nur eine hypothetische Bedeutung zu, auch 
wenn sie aus den Beobachtungen völlig richtig erschlossen sind. 
Überall, wo sich bisher gewisse Ursachen nachweisen liefsen, 
haben sich gewisse Folgen aus den Zahlen konstatieren lassen; 
einen solchen Satz darf man als eine Aussage ansehen, die einen 
hohen Grad von Wahrscheinlichkeit besitzt, wenn eine hinreichende 
sonstige Begründung sich geben läfst. Aber Bedeutung für die 
Zukunft hat er nur dann, wenn eben die Ursachen auch femer 
wirksam sein werden. Eben über das Fortwirken derselben Ur- 
sachen ist man aber niemals unterrichtet; man kann nicht experi- 
mentieren und nicht in die Zukunft sehen. Man hat also, auch 
wenn sich die Untersuchung nicht auf Zahlenargumente allein, son- 
dern auf anderweitige plausible Gründe gestützt hat, keine all- 
gemeine Wahrheit gewonnen, aus der sich deduktiv wieder etwas 
ableiten liefse, das für die Zukunft Anspruch auf Gültigkeit erheben 
kann. 

Der Begriff des Zufälligen wird seiner Relativität erst dann 
entkleidet, wenn das Schema der Urne wirklich hergestellt, wenn 
gelost wird. Auf dem ganzen Wege aber, der von dem, was als 
zufkllig nur angesehen wird, zu dem definierten Zufall filhrt, ist 
nirgends eine Station, auf der man sagen könnte, dafs die Ursachen, 
die man untersuchen will, wirklich allein so zur Geltung gelangen, 
dafs man von ihrer Feststellung und einer eindeutigen funktionellen 
Beziehung zu überzeugen wäre. 

Die Regelmäfsigkeiten , welche von der Statistik erhärtet wer- 
den, sind soviel Thatsachen, mit welchen wir in praktischer Ab- 
sicht rechnen dürfen und müssen. Gar nicht anders als überall 
im Leben beurteilen wir nach der Vergangenheit die Zukunft, und 
die Überzeugung, dafs die Lebensbedingungen sich nicht sprung- 
weise verändern, berechtigt uns, von einer vernünftigen Schätzung 
zu erwarten, dafs ihr die Wirklichkeit nicht wesentlich widersprechen 
werde. Dem Versicherungswesen hat auf der Grundlage dieser 
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Gedanken die VVahrsclieinlichkeitslebre einen RecLenschemiitiHmas 
geliefert, der, wie man wohl behaupten darf, alle Kalkulationen 
de« Verkehrs wesentlich an Feinheit Übertrifft. Die „Rechnung des 
Zufalls" mit allen sich a nse hl iefs enden Erwägungen hat sich prak- 
tisch über ein Jahrhundert bewährt, aber nicht das von Berkoclli 
bewiesene Gesetz der grofßen Zahlen erklärt uns diesen Erfolg, 
sondern der richtige Gedankengang des gesunden Verstandes, den 
die Kombinatorik nicht zu stutzen nOtig hatte. 

Man kann zweifeln, was eigentlich heabsichtigt wird, wenn die 
Quotienten der Statistik als Wahrscheinlichkeiten nach der wahr- 
scheinlichsten Hypothese durch ein paar Formeln nachgewiesen 
werden. Will man darauf hinweisen , dafs man don wahren Wert 
nicht kenne, oder dafs man es mit den walirscheinlicheten, d. h. den 
einzig verwendbaren Werten zu thun habe? Beide Deutungen 
weisen auf das Zufallsspiel zurück, und doch ist die Absicht aller 
dieser Ucchnungen, nicht ein Spiet, sondern eine sehr plausible 
wirtschaftlich wichtige Vorsorge: es gilt die Wechsell'älle des 
Lebens vom Einzelnen auf eine Gesamtheit zu übertragen, in der 
sie den Charakter von Zufälligkeiten so sehr enthehren, dafs man 
es ala einen Zufall bezeichnen würde, wenn die Verhältnisse sich 
wesentlich günstiger gestalteten, als es die Rechnung vorgesehen 
bat Die Schätzungen der Statistik für praktische Zwecke haben 
es nicht mit einem „wahrscheinlichsten Falle" zu thun, sondern mit 
olttlungen, bei welchen eine Wahl gar nicht mehr bleibt, und 
) dies doch der Fall sein sollte, da sind es sehr gut fundierte Er^ 
Lngen, welche don Entsehlufs bestimmen. 

Das Versicherungswesen ist mit den Zufallsspielen immer zu- 
gleich erörtert worden. Der prinzipielle Fehler, dafs man unter 
Umständen mit Möglichkeiten rechnete, die eben nur logisch vor- 
handen und nirgends indiziert sind, hat der Praxis so wenig geschadet, 
wie die Lehre vom horror vacui das Bohren der Brunnen und ihr 
Funktionieren verhindern konnte. In neuerer Zeit hat auf Grund 
der Zutallshypothese sich in verschiedenen Schriften eine Theorie 
des Risikos etabliert, welche die wahrscheinlichen Abweichungen 
der Wirkliclikeit von dem Kalkül der „Sterbeordnung" auf Grund 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ermitteln wUL In der That ruhen 
aber die Vorsiehtsmafsregelo, welche das Versicherungswesen seit je 
gebraucht hat, um das allgemeine Risiko, dafs Wirklichkeit und 
whnungsgrundlage voneinander abweichen, mit Ruhe zu tragen, 
iht auf tlteoretischer Basis. Dafs e« nicht das B£B»ouLUsche Oesets 
nildl, WiilirxhcililioliksiwrMbBiuig. 17 
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der grofsen Zahlen mit seinem mathematischen Inhalt ist, welches 
mit steigender Zahl der Versicherten dem Betrieb der Anstalten Festig- 
keitverleiht, lehren die einfachsten Überlegungen. Man darf vertrauen, 
dafs ein Zufallsspiel innerhalb der Abweichungen bleibt^ für welche der 
BfiBNOULLische Satz hohe Wahrscheinlichkeiten berechnet, aber seine 
vorausgesetzten Wahrscheinlichkeiten sind feste, eindeutig bestimmte 
Gröfsen von objektiver und — man braucht sich vor dem Wort 
nicht zu scheuen • — von kausaler Bedeutung. Das Umenschema 
um deswillen wiederum physikalisch zu behandeln, ist gleich- 
bedeutend mit der Aufgabe, eine allgemeinere Physik des Ex- 
periments zu geben, etwa zu fragen : Warum vertraut der Physiker, 
dafs die Isolation der Ursachen diese auch ausschliefslich zur Gel- 
tung bringt? Was bewog Tobbioelli, nach seinem berühmten Ver- 
suche vom Luftdruck als einer mefsbaren und von ihm gemessenen 
Gröfse zu sprechen? Die Aufgabe ist erkenntnistheoretisch, nicht 
physikalisch, und so hat man auch nicht den Zufall zu beurteilen, 
sondern zu prüfen, worauf jenes Vertrauen beruht, das den Quo- 
tienten für unsere Entscheidungen zukommt. 

Wenn nun die Analogie der zahlenmäfsigen Regelmäfsigkeiten 
den Anlafs giebt, von Wahrscheinlichkeiten der Statistik zu reden, 
so verleitet ein zweites Moment, dafs wir nämlich in beiden Fällen uns 
über die disjungierten Fälle in völliger Unkenntnis befinden, den Ver- 
gleich vollständig zu machen und eine Verbindung herzustellen, die 
nur auf unserer Unkenntnis beruht. Jene Abweichungen, welche 
die mathematische Theorie berechnen will, sind nur von langen 
Beobachtungsreihen als sicher konstatierte und für die Beurteilung 
der Zukunft als wahrscheinliche zu erhalten; weil wir sie nicht 
kennen, dürfen wir ihnen auch nicht den Spielraum der Denk- 
möglichkeiten, die sich nur im Zufallsspiel mit den objektiven Daten 
decken, ohne weiteres überlassen. Ein „Zufallsspiel", bei dem uns 
unbekannte Kräfte mitwirken, ist keine Lösung eines Problems, 
sondern eine Aufgabe. Wenn es so etwas in der Natur giebt, so 
haben wir die positiven Merkmale des Vergleichs zu suchen, nicht 
die negativen, aus denen sich nichts folgern läfst Jene Theorie 
des Risikos fingiert eine Übereinstimmung, gegen welche sich der 
Verstand auflehnt; gleichwohl ist sie in Rechnungen, die ftir die 
Praxis bestimmt sind, von keiner solchen Gefahr, wie sie in wissen- 
schaftlichen Fragen die voreilige Verwechslung von Denkinhalt und 
Wirklichkeit als elementare Täuschung mit sich bringen kann. Hat 
der Mathematiker das Risiko nach seinen Formeln berechnet, so wird 
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er es als vorsichtiger Praktiker als eine untere Grenze ansehen und 
vielleicht verdoppelt oder dreifach in Anschlag bringen. 

Also haben wir doch auch hier einen MaTsstab, wird man sagen. 
Über Schätzungen, für welche jeder Anhalt fehlt, ist gar nicht zu 
streiten; nur soll man sie nicht als objektiv begründete ausgeben. 
In der Statistik ist schon der Begriff der Wahrscheinlichkeit eine 
Schwierigkeit, die man nur als alte Gewohnheit beibehält. Warum 
sagt man nicht ^Durchschnitt" und überläfst es der Anwendung, mit 
Wahrscheinlichkeiten zu operieren, die für die Schätzung von 
historisch-terminologischer Bedeutung und auch durch den Rechnungs- 
mechanismus gerechtfertigt ist? Die mathematischen Entwicklungen 
verlangen auch an sich nicht, dafs man bei der Anwendung alle 
ihre Konsequenzen ziehe, wenn die Voraussetzungen nur die Ver- 
wendung zu gewissen Operationen zulassen. In der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung hat man kein Universalmittel, das immer hilft. Der 
Säugpumpe ist es gleichgültig, welche Flüssigkeit man mit ihr heben 
will, aber sie mufs sich bescheiden und wird erst dann angewandt, 
wenn man der Flüssigkeit sicher ist. Das thut ihrer Nützlichkeit 
keinen Abbruch. Diskreditieren könnte sie nur das Vertrauen, 
dafs man sie nur in die Erde einzulassen brauche, um Wasser zu 
fördern, wie es die Versuche der menschlichen Vernunft in Mifs- 
kredit gebracht hat, als sie sich selbst zutraute, die letzten Ur- 
sachen zu ergründen. 

Der Rechenschematismus will überall von neuem definiert sein ; 
er lehnt sich im Versicherungswesen an unsere Disziplin an, hat 
aber den BEBNOULLischen Satz so wenig als die BAYESSche Regel 
nötig. Was im BEBNOULLischen Satze für das Spiel gefolgert wird, 
dem entspricht wesentlich in der Assekuranz das Gegebene. Ihre 
Grundlage sind Erfahrungen, nach welchen man die Zukunft und 
ihren Verlauf als wahrscheinlich beurteilt, gar nicht anders, als es 
der Finanzminister thut, wenn er das Budget des kommenden Jahres 
nach dem Vorjahre aufstellt. Nur dafs im Versicherungswesen nicht 
eine kurze Spanne Zeit, sondern ein grofser, bis zum Absterben 
aller Mitglieder währender Zeitraum in die Rechnung einbezogen 
wird. 

Das Urnengleichnis versagt bei statistischen Verhältnissen fast 
jedesmal. Es bleiben nur gewisse Rechenoperationen, die eine schein- 
bare Übereinstimmung vortäuschen. 

Für die Sterblichkeitsbeobachtungen können die verschiedensten 
Gesichtspunkte mafsgebend sein. 

17* 



260 ^^ BernoulUsche SaUf und die Bayeasche Begd, 

Jeder Mensch ist, um gleich möglichst zu spezialisieren, Be- 
wohner eines Landes; er hat ein bestimmtes Alter , gehört einem 
Berufe an, wenn er nicht in den Kinderschuhen steckt, und tausend 
andere Merkmale lassen sich angeben, die auf einen andern Durch- 
schnitt der Sterbeverhältnisse hinweisen. Er kann in der nächsten 
Minute, Stunde, morgen, in einem Monat, einem Jahre sterben^ 
und immer ist der Durchschnitt ein anderer. Welche PtÜle von 
Sterbewahrscheinlichkeiten, mit welchen die konstanten Bedingungen 
und die Zufälligkeiten sich abgeben müssen! Natürlich macht das 
schier Unfafsbare jedem Unterscheidungsmerkmale, das wir auf- 
stellen, besondere Urnen zuzusprechen, der Rechnung selbst keine 
Schwierigkeiten, und unsere behende Spekulation ist um die Be- 
gründung niemals verlegen. Wenn schon im grofsen und ganzen jene 
Argumentation richtig ist, die, von den konstanten und zufälligen 
Ursachen ausgehend, sich vorstellt, dafs man in dem Zufallsspiel 
ein fruchtbares Gleichnis gewinnen könne, so mufs ja auch in relativ 
kleineren Bezirken für das Allgemeinverhalten der Orund gelegt 
werden. Nur vergifst man, dafs vieles der Praxis ohne weiteres 
gestattet sein wird, was der Wissenschaft, die es auf Mehrung 
der Erkenntnis abgesehen hat, verboten ist. Was statistisch nur 
als ein Durchschnitt anzusehen ist, kann sehr wohl der Versiche- 
rung als eine Wahrscheinlichkeitsgröfse dienen. Man kann es auch 
der Praxis nicht zum Vorwurf machen, dafs sie nicht sehr vor- 
sichtig dem Wahrscheinlichkeitsbegriffe nach seinen positiven Be- 
stimmungen zu entsprechen versuchte. Jener Gleichartigkeit der 
Fälle, die immer garantiert sein mufs, wenn von mefdbarer Wahr- 
scheinlichkeit geredet wird, sucht sie mühsam gerecht zu werden, 
und wo sie sich auf lediglich kombinatorische Betrachtungen an- 
gewiesen sieht, da weifs sie es sehr wohl, dafs sie es nur mit einem 
Notbehelf zu thun hat. Auch die Unabhängigkeit der Fälle sucht 
sie sich nach Möglichkeit zu sichern. Es würde keiner Anstalt ein- 
fallen, die Gebäude einer Stadt in Bausch und Bogen gegen Feuers- 
gefahr zu versichern ; eine jede beweist durch ihre Praxis, dafs sie 
von dem logischen Zwange des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, der sich 
auf die Disjunktion allein beschränkt, doch sehr weit entfernt ist 

Zu dem Rechenschema hat allerdings die Lotterie gesessen. 
Wenn man 10000 Lose verkauft und sich anheischig macht, in 
jedem Jahre eine bestimmte Zahl zu ziehen und dem Käufer eine 
Summe zu zahlen, bis alle Lose gezogen sind, so läfst sich leicht der 
Preis eines Loses berechnen. Die Beispiele lielisen sich aber häufen^. 
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ftr welche die Rechnung genau dieselbe sein würde, ohne dafs niaa 
daraufhin eine Erkenntnis durch die sich bietenden Gleichnisse 
zu vermitteln suchen würde. 

Was als unsicherer Faktor in der Rechnung von Interesse ist, 
bezieht sich lediglich auf die Art , wie die versicherten Personen 
im Laufe der Jahre durch den Tod gelichtet werden. Wenn 10000 
Personen demselben Alters und von gleich guter Gesundheit zu- 
saimnentreten, und bei dem Todesfall einer jeden eine bestimmte 
Summe gezahlt werden soll, so wird eine aus frilheren Erfahrungen 
abgeleitete Sterbeordnung zugrunde gelegt und danach ein Durch- 
schnittswert bemessen, mit dessen Erlegung alle nach dieser Grund- 
lage erwachsenden Verpflichtungen beim Tode zu decken sein werden. 
EU giebt keine mathematische Wahrscheinlichkeit dafllr, dafs sich 
das Absterben annähernd in den Verhältnissen jenerOrdnung vollzieht, 
und es giebt keine Abweichung von dieser Ordnung, die sich als voa 
bestimmter Wahrscheinlichkeit mit einem Quotienten werten liefse. 

Die Versicherungsgesellschaften haben mit dem Urnenschema 
und den Zufallsspielen gerade soviel gemein wie die Friedens- 
gesellschaften mit dem Kriege oder die NUchternheitsbeatrebungen 
mit dem Alkohol. iSie kämpfen gegen den Zufall, soweit mit dem- 
selben wirtschaftliche Nachteile verbunden sind, und der triviale, 
populäre Inhalt des BEBNOULLischen Satzes, nach dem man auf 
einen Durchschnitt in den Zahlen um so eher rechnen kann, je 
mehr Fälle man in seine Mafanahmen einbezieht, sichert ihnen die 
vom Zufall unabhängige, ruhige, ungefilhrdete Geschäftsführung. 
Ihr Grundgedanke ist derselbe, welcher dem Zusammenschlufs 
der Menschen zu geordneten Gemeinwesen inne wohnt. Nur han- 
delt es sich um eine freie Gemeinschaft und um besondere Vor- 
kehrungen, deren schrankenlose Verallgemeinerung nichts anderes 
als den Zwang des Staatssoztalismus bedeuten wUrde. Sind ihre 
Bestrebungen so alt wie die Kultur überhaupt, so hat ihr rationeller 
heutiger Betrieb eine entwickelte mathematische und statistische 
Technik zur Voraussetzung, die beide nur historisch, um nicht „zu- 
fällig" zu sagen, mit den Zufallsspielen verquickt erscheinen. Wer 
heutzutage sein Wohnhaus nicht gegen Feueragefahr versichert, der 
wettet mit der Zukunft, die ihm verborgen ist. Er spart kleine 
Beträge, aber wagt einen grofsen Einsatz. Die Versicherungs- 
gesellschaften haben darauf zu sehen , dafs sie bei dem einen so 
viel wagen, wie bei jedem andern. Die Solidarität aller oder vieler 
überwindet den Begriff des Spiels und der Wette, 
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Die Beurteilung des Einzelfalls ergiebt sich nach dem G^ 
sagten ohne weiteres. Die Wahrscheinlichkeitsquotienten sind, wie 
das Fbies durchaus richtig erkannt und ausgesprochen hat, nur 
bedeutsam, sofern sie auf Durchschnittsverhältnisse hinweisen, die 
man berilcksichtigt wissen will. Wenn man ganz sicher willste, 
dafs die Sterbeordnung — hier ein Amortisationsplan in doppeltem 
Sinne — zutrifft, wie man ein Recht hat, daran zu zweifeln, selbst 
dann würden die Quotienten für den einzelnen Fall von keinerlei 
Bedeutung sein. Nimmt man nicht zugleich an, dafs die Todeslose 
wie aus einer Urne gezogen werden, so ist auch der Gedanken- 
inhalt, mit dem wir den Quotienten ausstatten, ein völlig anderer, 
als er mit den schematischen Beispielen verbunden ist 

Nikolaus Bebnoulli, der Neffe Jakobs, hatte als Jurist das Be- 
dürfnis, auf Grund der Disziplin eine Vorschrift zu geben, nach welcher 
der Tod eines Verschollenen beurteilt werden müsse'). Er meinte, 
wenn sein Totsein doppelt so wahrscheinlich ist, als sein Leben, so über- 
wiegt die Wahrscheinlichkeit des Todes die Hälfte der G^wilsheit mit 
der Differenz ^. Ich will dahingestellt sein lassen, ob dann, wenn 
•| der Altersgenossen des Verschollenen rechnungsmäfsig gestorben 
sind, die Todeserklärung als eine rationelle anzusehen ist. Der 
Praktiker wird sicherlich der Meinung zustimmen, dafs jede noch 
so willkürliche feste, gesetzliche Bestimmung den Vorzug vor einer 
solchen Rechnung verdient Aber man kann sich sehr wohl denken, 
dafs in zweifelhaften Fällen eine ähnliche Schätzung auf Grund 
statistischer Zahlen am Platze ist. Mehr will auch Stumpf schwer- 
lich in seinen letzten Ausführungen behaupten, mit deren gröfserem 
Teil sich auch eine fundamental abweichende Anschauung ein- 
verstanden erklären kann. Aber auch Fbies, gegen dessen „hyper- 
kritische Doktrin" er kämpft, will nur eine „billige Bestimmung' 
von einer „mathematischen Wahrscheinlichkeit** unterschieden wissen. 
Mit Recht hat Fbibs sich dagegen gewendet, dafs man mit Ein* 
teilungen, die sich nur auf den Mangel der Kenntnis gründen, 
anderes als Wetten unter gleich Unwissenden begründen könnte. 
Und seine Anschauungen vertreten wir in wesentlichen Punkten, 
wenn wir uns dagegen auflehnen, dafs man die BAYESsche Regel 
ohne die analogen Voraussetzungen des ersten Urnenbeispiels an- 
wende, und dafs man mit dem BEBNOULuschen und BAYESschen 
Satze die statistischen Zahlen überhaupt beurteilen dürfe. 
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Die Wahrscheinlichkeit ^ für die Wttrfelseite hat flir uns eine 
objektive Bedeutung, und sie enthält implicite alle Folgerungen Beb- 
NOULLis ; die Sterbewahrscheinlichkeit O.Ol für irgend ein Alter hat 
mit dem BsBNOULLischen Satze nichts, mit dem Einzelfalle noch 
weniger zu thun, und sie besagt weiter nichts, als dafs unter 100 
Personen desselben Alters, wie beobachtet, eine verstorben ist, und 
dafs man nach menschlichem Ermessen für die Zwecke irgend welcher 
Mafsnahmen mit diesem Quotienten rechnen dürfe, ohne Gefahr zu 
laufen, die Zukunft wesentlich falsch zu beurteilen. 

Der Quotient O.Ol hat eine wesentlich andere Bedeutung als 
jene Gröfse ^, weil ich vom Würfel weifs, dafs er ein Würfel 
bleibt, während ich über das Absterben in der Zukunft ganz und 
gar nichts weifs. 

Beide Quotienten stimmen in negativer Hinsicht darin überein, 
daÜB sie für den Einzelfall nicht die mindeste Bedeutung haben, 
wofern man nicht wetten oder raten oder den Inhalt der Voraus- 
setzungen in anderer Form zum Ausdruck bringen oder aber mit 
anderen Ereignissen vergleichen will. 

Ist diese letzte Verwendung unseres Erachtens eine hinreichende 
Legimation der Quotienten, so wollen wir auch gern an das „Malus einer 
vernünftigen Erwartung" glauben, wenn man nur klar und deutlich 
aussprechen will, was damit gemeint sein soll. Ich kann mir nicht 
anders helfen, als flir den Würfel auf Bebnoulli und für die Sterbe- 
wahrscheinlichkeit auf die Thatsache zu rekurrieren, dafs von 100 
Menschen bestimmten Alters und .von scheinbar gleicher Konstitution 
in einem Jahre eberi'ein einziger gestorben ist. 
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„Mathematische Definitionen können niemals irren, ^ heifst es in 
der Kritik der reinen Vernunft (S. 572). Nur in „Ansehung der 
Präzision** kann gefehlt werden. „So hat die gemeine Erklärung 
der Kreislinie, dafs sie eine krumme Linie sei, deren alle Punkte 
von einem einigen (dem Mittelpunkte) gleich weit abstehen, den 
Fehler, dafs die Bestimmung krumm unnötigerweise eingeflossen 
ist^ Die Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit ist 
keine mathematische, denn sie enthält nur eine Vorschrift, nach 
der gerechnet werden soll. Will sie rein mathematisch aufgefafst 
sein, so bedarf es keiner Andeutung über ein Wissen oder Nicht- 
wissen, und die logische Subsumption allein entscheidet über die 
Quotienten, die immer sich bilden lassen, wo man zählen und kom- 
binieren kann. Was gerechnet werden darf, um zu einem Wahr- 
scheinlichkeitsquotienten zu führen, hat uns aber die Definition zu 
lehren, und sie hat einen Überflufs wie jene Kreisdefinition, wenn 
in ihr das Nichtwissen besonders betont wird. 

Diese seit je übliche, von den Spielen und Wetten herrührende 
Geltendmachung eines Faktors, der wohl unseren Standpunkt 
charakterisieren, auch wohl, objektiv betrachtet, eine Handlung 
oder ein Unterlassen mit den zugrundeliegenden Urteilen uns ver- 
ständlich machen kann, ist die Ursache der Mifsdeutungen, welchen 
sich die Disziplin beständig ausgesetzt sieht. Der Begriff des Wahr- 
scheinlichen verlangt eine erkenntnistheoretische Behandlung und 
kann nur durch eine „fixposition'' erklärt werden, nicht minder 
die Spezialisierung, mit welcher wir es zu thun haben. Diese Ex- 
position hatte sich an die üblichen Schemata zu halten, zu be- 
schreiben, was ihnen eigen ist, und die Gredanken blofszulegen, 
die wir mit ihnen verbinden — wie wir die inmier empirischen 
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Daten in objektiver Weise auffassen, so dafs wir zu bestimmten 
Urteilen uns anschicken. Die Schemata enthalten Zufklliges — 
Engein, Ehrten, Wflrfel können nicht als notwendige Bestimmungs- 
stücke angesehen werden. Aber das Allgemeine, das sie alle ent- 
halten, darf in keinem einzigen Punkte preisgegeben werden; denn 
in der That, was an den Schematen wichtig ist, darf man nicht 
über Bord werfen, wenn man nicht zu völlig leeren Begriffsspielereien 
gelangen will. Wesentlich ist aber die physikalisch - mechanische 
Form aller dieser Beispiele, die auch nur scheinbar verloren geht, 
wenn man etwa einen Menschen eine der ersten zehn Zahlen raten 
lälst oder Ahnliches. 

Es wäre absurd, bei dieser Elimination verstandesmäfsiger Ge- 
bärdung auf die hier unwesentlichen Momente Gewicht zu legen 
und nach psychologischen Gesetzen zu forschen, wo uns ohne weiteres 
völlige Gleichgiltigkeit der Seele gewährleistet ist. Es ist immer ein 
Geschehen in Frage, wenn eine mathematische Wahrscheinlich- 
keit ausgesagt werden soll. Aber dieses Geschehen ist so geartet, 
dab 88 die begriffliche Subsumption der individuellen Fälle zuläfst 
Ihm mufs eine völlige Gleichartigkeit der einzelnen Vorgänge zu- 
kommen — nicht eine absolute Gleichheit, die auch angenähert 
andenkbar oder besser unvorstellbar ist. Diese Gleichartigkeit, die- 
selbe ^ welche die Begriffsbildung überall voraussetzt, bezieht sich 
nur auf die wesentlichen Merkmale; die Verschiedenheit, eben die 
Individualität des Einzelvorgangs kommt gar nicht in Frage. Darauf 
wirken alle die sehr objektiven Bestimmungen hin, welche dem 
lotteriemäfsigen Verfahren in den Spielen einen Platz verschaffen. 
Wäre das ein subjektives Kriterium, was man mit dem Worte ^Zu- 
fall" von den staatlichen Lotterien verlangt, die Wahrung der Gleich- 
berechtigung jedes Loses im Geschehen, in den Ziehungen, so weifs 
ich nicht, welchen Sinn es haben sollte, einen Staatskommissar bei 
diesen Veranstaltungen die Aufsicht führen zu lassen. Wenn wir 
also in der Disziplin vom Zufall sprechen, so ist es nicht derselbe 
Begriff, der einer menschlichen Auffassungsweise die Erklärung er- 
setzt, wenn sie sonst nicht zu haben ist. Vielmehr heifst hier 
dem Zufall anheimstellen, nach Möglichkeit Vorsorge treffen, dals in 
einem unserer Anordnung unterliegendem Geschehen die Zahlen- 
verhältnisse ausschliefslich zur Geltung gelangen. Das ist in abso- 
luter Weise nicht möglich, und so schreiben wir auch auf der 
anderen Seite die unvermeidlichen Abweichungen auf die Rech- 
nung eines Verhaltens, dem wir im allgemeinen anthropomor- 
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phiBtisch jede Richtung, jede Ordnung", jede Absicht, kurz alle die 
notwendigen Merkmale absprechen, die uns sonst bei der wiaaen- 
Hchaftlichen und alltäglichen Beurteilung von mechanischen und 
geschichtlichen Ereignissen als Pfadfinder Dienste leisten. 

Wir geben die allgemeinen Erkenntnisprinzipien nicht 
wenn wir mit unseren Quotienten ein Urteil fiUen, dessen Fradikat|| 
eine zwar konventionelle, aber völlig objektive Charakteristik am 
spricht. Von Prinzipien, die nicht im allgemeinen Denken i 
Ursprung haben, findet sich nirgends etwas in der Disziplin. DiÄ 
UnvoUkommenheit unaerea Wissens, der ruhelose Drang, ea z 
ganzen , sind nicht Erkenntnisgrundsätze , sondern Thatsachen dei 
meiiächlichen Bewufstseiiis , das auch für die Lticken In unseres 
Kenntnis nach adäquater verstandesmäfsiger Behandlung, naci 
Methoden sich umsieht. Es ist nun gar kein Wunder, dafs sicfail 
der Zwang der Denknotwendigkeit nicht einfinden will, wo 
um eine Mafsbestimmung handelt, die sich zwar auf Gröfs« 
bezieht, die in bestimmter Weise sich nicht blofs definiereOi 
sondern auch in Wirklichkeit irgendwie repräsentieren lassen, 
während sich schlechterdings nichts anderes aufweisen läfat, 
gemessen wird, als eine Beziehung unseres Denkens zu einem i 
gewisser Weise unbestimmten Geschehen, Wir müssen eben d« 
halb auch dem Denken einen Spielraum lassen , der jenem Vei 
halten Rechnung trägt, und wenn uns objektive Grundlage: 
Messen nahelegen, so kann nur eine Übereinkunft unser ersteh 
Urteil fixieren. Wenn unter 100 Kugeln sich 20 s befinden, so 1 
finden sich unter 1000 derselben Mischung 200 s; kann daraus allein 
mit Notwendigkeit gefolgert werden, das Erscheinen einer s Kugt 
sei in beiden Fällen gi eich wahrach ein li ch ? Ist der Bindfadenbewä 
von Laflace dafür ein zwingendes Argument? Jede andere Überein.^ 
kunft würde zu Ungereimtheiten führen, aber ein Vertrag, dal 
man nicht zu schliefsen gezwungen ist, wird nicht dadurch denl 
notwendig, dal's er der zweckmä feigste und plausibelste ist. Denk< 
notwendig ist immer nur, dafs bei demselben Gegenstände der Äoi 
sage objektiv minder Bestimmtes wahrscheinlicher ist, als das l 
stimmtere, und dafs gleichwahrscheinlich dasjenige ist, was den 
selben objektiven Bedingungen, und zwar in aller Schärfe, tmtep*n 
liegt. Auch diese Erfordernisse des Denkens fallen zu8amme% 1 
wenn die Lücken in unserer Kenntnis eben die objektiven B»- I 
Btimmungen vereiteln, die wir für die Abgrenzung unseres Be^rifi* i 
als notwendig erachtet haben. 
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Diese Lücken, so behaupte ich, sind in unserer Dissiplin nirgends 
solche, die sich auf das Verständnis der zu beurteilenden Erschei- 
nungen beziehen. Von dieser Seite ist mit der ganzen Rechnung 
ein Erfolg nicht zu erwarten. Weil bei unseren Beispielen samt 
und sonders dies Verständnis der Vorgänge mitgebracht wird, können 
sie selbst im Oleichnis uns nichts näher fähren. Im Gegenteil 
würde ein in der Natur beobachtetes Verhalten, das ohne irgend 
ein anderes Merkmal, als dafs sich 6 disj unkte, ihrem Wesen nach 
unbekannte, allein durch ein bedeutungsloses Merkmal zu unter- 
scheidende Fälle im Verhältnis dieser Zahl immer wiederholen, sich 
der Beurteilung erbietet, uns ein unlösbares Rätsel aufgeben, ganz 
davon abgesehen, dafs die Bedeutungslosigkeit des Unterscheidungs- 
grundes eine Erschleichung wäre, zu der uns das Gleichnis voreilig 
verleitet hätte. Insofern hat die Meinung recht, nach der unsere 
Rechnung, die sich auf solch ein Beispiel zur Abschätzung zukünf- 
tiger Vorgänge werfen würde, mit der Kausalität nichts zu thun 
hat. Hier würden wir den Zusammenhang nicht mit dem Würfel 
oder sonst einer Parallele erhalten, aber wie in allen Fällen würde 
die notwendige Setzung des unbekannten Kausalzusammenhangs 
die Aufgabe fixieren und die Deutung der Rechnung im Sinne der 
Wahrscheinlichkeit ihrer Resultate einzig und allein rechtfertigen. 
Nur den BERNOULLischen Satz wird man hier nicht anwenden dürfen. 
Er setzt das Spielschema voraus, auf das wir ohne hinreichende 
Ursache in der Wissenschaft nicht zurtickschliefsen dürfen. Wer 
kann lehren, dafs überall in der Natur, wo die Zahlen einen ähn- 
lichen Anhalt geben, auch nur als vorläufige Ausflucht der Zufall zu 
setzen ist, der, mit gewissen konstanten Bedingungen gezwungen, 
in den wahrscheinlichen Abweichungen, welche die Denkmöglich- 
keiten ihm lassen, eine eigenartige Freiheit, einen Spielraum hat? 

Immerhin ist der Grundgedanke des BEBNOULLischen Satzes 
nach der Meinung seines Urhebers der des gemeinen Verstandes, 
der gewifs nicht fehlgeht, indem er die Ursachen, welche vor- 
ausgesetzt werden müssen, sicherer zu beurteilen glaubt, wenn 
er einen gröfseren Bezirk ihrer Wirkungsweise übersieht, als einen 
kleinen Ausschnitt, der, individuell irgendwie beeinflufst, von dem 
Gesamtbilde abweichen kann. 

Aber ist dieser Gedanke nicht so sehr bekannt, als das Leit- 
motiv unserer begehrlichen Vernunft, die Ursachen nach ihr ganzen 
Entfaltung zu ergründen ? In der Gesamtheit der Erscheinungen, die 
uns begrifflich zu einigen so leicht und auszudenken so schwer wird, die 
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Welt mit ihren Ursachen zu beurteilen, auf sie zu schlieCsen — ist 
das nicht die höchste Verallgemeinerung des BERNOULLischen Satzes? 
Es ist derselbe Trieb, der uns leitet, hier wie dort, und dieselben 
Irrtümer begleiten unsere hurtigen Gedanken, die, an das Kleine, 
Einzelne zu Sammelarbeit gewiesen, dieser Mühe überdrüssig, hier 
von der Höhe der grofsen Zahlen, dort von dem Aussichtspunkte 
der letzten Ideen unserer Vernunft die Welt zu erfassen suchen? 
Der Zufall als letzte Ausflucht oder als vorläufige Annahme, ob 
man Hypothese sagt oder Gleichnis, ist ein Prinzip der ignava 
ratio. Ist der BEBNOULLische Satz, wenngleich einem Zirkel in der 
Anwendung auf die Statistik entsprechend, allenfalls noch ein erträg- 
licher Gedanke, sofern er die Möglichkeit eines anderen Geschehens 
auf Grund derselben Voraussetzung konstanter Ursachen erwägt, so 
ist die Heranziehung der BAYESschen Regel, welche mit anderen 
denkmöglichen Ursachen rechnet, ein Verfahren, dessen Kon- 
sequenzen die Zufallshypothese allem Geschehen überwerfen würde. 
Beide Sätze können nicht verwandt werden, wo man so wenig 
imstande ist, konstante Bedingungen scharf zu definieren, wie jenen 
Zufall, der sie an exakter Wirkungsweise verhindert 

Es ist nun bei all den kühnen Anwendungen, die ein kon- 
sequenter Denker wie Lange bis zu den Beurteilungen der gericht- 
lichen Verdikte und der Zeugenaussagen anerkennt, immer derselbe 
Grundfehler im Gebrauche unseres Verstandes, den wir der logischen 
Theorie haben zum Vorwurf machen müssen. Aus Möglich- 
keiten, die nur in unserem Denken vorhanden sind, 
kann für eine Beurteilung der Wirklichkeit nichts 
folgen, sowenig für die Gewifsheit als für die Wahr- 
scheinlichkeit. Wo eine Argumentation in der Anwendung der 
Disziplin sich ihre Probleme mit Fiktionen zurechtlegt, da sind 
auch die Folgerungen, auch wenn sie sich in dem bescheidenen 
Gewände der Wahrscheinlichkeitsbehauptung präsentieren, wiederum 
nur E^ktionen; begründete Direktiven für die Beurteilung sind sie 
nicht; was soll aber die Fiktion einer Wahrscheinlichkeit?*) Und 
eine Fiktion ist es im besten Falle, wenn man aus einem disjunk- 
tiven Urteil mit 3 Gliedern ohne andere Kenntnis die Wahrschein- 
lichkeit \ „folgert". Die Rückendeckung durch das Prädikat „sub- 



^) Man verwechsele die Fiktion nicht mit der Wahrscheinlichkeit einer 
Wahrscheinlichkeit, die nur als zusammengesetzte, angebbare Qröfse einen 
Sinn hat. 
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jektiv" ist völlig verfehlt. Darin ist Stumpf konsequent, dafs er die 
Objektivität der Aussagen völlig gewahrt wissen will. Über Worte 
ist nicht zu streiten ; über so häufige Gegensätze wie subjektiv und 
objektiv soll man sich deshalb einigen. Subjektives hängt vom 
Individuum, nicht von seinem Standpunkt ab. Wer sich auf den 
Standpunkt von Siowabt stellt, dem ist der Quotient ^ notwendig ; er 
kann nicht anders urteilen ; aber das Urteil ist ohne jede Bedeutung, 
es ist relativ leer, wenn es mehr sagen will, als die Disjunktion. 

Wer auf einem Berge steht, übersieht einen gröfseren Raum, 
als der Horizont in der Ebene es erlaubt. Dadurch wird das Urteil 
über das Gesehene und der Unterschied nicht subjektiv. 

Wer unter 3 Möglichkeiten eine zu erraten hat, der allein 
Wirklichkeit zukommen kann, dem blüht der Erfolg mit der Wahr- 
scheinlichkeit \, Wir prädizieren diesen Quotienten dem wahl- 
freien, für alle drei Fälle gleichbeschaffenen Geschehen in der Aus- 
sage des hasardierenden Verstandes; es ist nicht das Prädikat, 
welches wir dem zu beurteilenden Falle, wie er auch beschaffen 
sei, wenn es sich nicht um unsere Schemata handelt, zusprechen. 
Das ist ein anderer Standpunkt, der trotz der anscheinenden Pedan- 
terie dieser Unterscheidung alle Zweifel löst, die z. B. Stumpf bei 
Beurteilung des BEBNOULLischen Satzes aufgestofsen sind. Es ist 
derselbe Unterschied, der von Fbies und Coübnot beständig urgiert 
und durch ihren Gegensatz von subjektiv und objektiv immer 
wieder verschleiert wird, weil man ihnen mit Recht in Gedanken 
wie Stumpf entgegenhalten wird, ein Wahrscheinlichkeitsquotient 
sei so subjektiv und objektiv als der andere. 

Wenn Richter und Geschworene nur zu raten, nicht zu ent- 
scheiden hätten, so wäre nichts angemessener, als sie mit unserer 
Berechnung zu beurteilen. Freilich die Gottesgerichte des Mittelalters 
wären viel rationeller gewesen, wenn man die armseligen Delin- 
quenten dem Lose überlassen hätte, anstatt sie mit Feuerproben 
und Ähnlichem dem sicheren Verderben preiszugeben. Das Duell, 
dessen Ausgang nach altem Volksglauben von Gott entschieden 
wird, hat nur Sinn bei gleicher Waffengeübtheit der Gegner. Es 
ist kein Wunder, wenn angesichts der Thatsache, dafs Gebrauch 
der Waffen aus dem alltäglichen Verkehr der Menschen eliminiert 
und jener Volksglaube geschwunden ist, der moderne Verstand der 
Amerikaner die Entscheidung dem Lose überläfst. Vom Stand- 
punkte unserer Theorie ist das amerikanische Duell das allein 
richtige-, höchstens bedarf es der Ergänzung durch das Gesetz^ 
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welches den Überlebenden mit schwerer Strafe bedroht, weil es 
immerhin nur die Wahrscheinlichkeit ^ hat, dafs der wirklich 
Schuldige von dem Zufall gerichtet wird. Eis wäre Blasphemie, 
hier wie dort mit der Idee Gottes menschliche Irrtümer zu decken. 

Den Standpunkt zu fixieren, den die Aufgaben der Lehrbdeher 
eingenommen wissen wollen, ist nicht ganz leicht, weil hier aller- 
dings genau zu sagen ist, was der Rechner wissen und was er 
nicht wissen soll. Verschiedene Resultate für denselben Fall sind 
es nur scheinbar, man mufs versuchen, nach dem BEBNouLLischen 
Satze zu prüfen, wie in einer grofsen Anzahl von Fällen die 
Quotienten zu dem Inhalt gelangen können, den sie aussagen. Wohl- 
verstanden hat das keine statistische Wahrscheinlichkeit nötig; sie 
Betzt ja voraus, was in der Theorie erst gefolgert wird und zu 
folgern sein mufs, wenn die Quotienten einen Sinn erhalten sollen. 

Ein Beispiel mag das Gesagte veranschaulichen. In einer gröfseren 
thüringischen Stadt wird von einem Kunstverein allmonatlich in 
einer Lotterie ein Los gezogen. Es sind daran 1200 Mitglieder be- 
teiligt, und bisher wurde die Glücksnummer immer wieder zurück- 
gelegt. Nun ist in der allerletzten Zeit zweimal hintereinander die- 
selbe Nummer für den Gewinn erschienen. Für den Gewinner war 
die Wahrscheinlichkeit vor dem ersten Gewinn 1440000 dafür, dafs 
Bein Los 2mal nacheinander getroffen werden würde. Nach dem 
ersten Gewinn ist sie natürlich viel gröber, nämlich ytitu} ^^^ nicht 
anders gilt sie für den Verein selbst, der mit dem Quotienten YTUif 
die Wahrscheinlichkeit werten mufs, zweimal nacheinander in zwei 
bestimmten Ziehungen ein und dieselbe Nummer auszulosen. 

Man ersieht hieraus zugleich, wie sehr die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmungen auf scharfe gegenständliche Voraussetzungen an- 
gewiesen sind, so dafs nach ihrer Feststellung allerdings mit dem 
disjunktiven Urteil die Rechnung eingeleitet werden kann. Ist das 
richtig hergestellt, so tritt die Mathematik in ihr Recht, deren 
logische Elemente in unserer ganzen Auseinandersetzung nicht in 
Frage gekommen sind, weil ihr nur die Ausführung, nicht die 
Grundlage der Urteile zukommen kann. Eline Definition, die sich 
nur an disjunktive Urteile hält, kann daher nur die Mathematik 
beurteilen, die doch in allen Kontroversen der Kritik unserer Diszi- 
plin gar nicht in Zweifel gezogen werden kann. 

Alle unsere Beispiele sind nicht logische Schemata, sondern sie 
lösen Formen des Denkens aus. Aber dieselben Formen leisten uns 
Dienste in tausend und abertausend Fällen, in denen von Wahr- 
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flcheinlichkeit ganz und gar nicht die Rede sein kann. Keine 
logische Einteilung beabsichtigt auch nur entfernt, etwas über das 
ssahlenmälsige Vorkommen ihrer einzelnen Glieder auszusagen, und 
wer sie mit der Prämisse völligen Nichtwissens in dieser Richtung 
ausstattet, der fixiert einen Standpunkt, bei dem unsere Kenntnis 
und auch unser Urteil zu Ende ist. Setzt uns dann Jemand, Ent- 
scheidung heischend, die Pistole auf die Brust, so wird es wohl 
das Rationellste sein, dem Verstände keine weiteren Zumutungen 
zu machen, sondern dem Zufall, der Lotterie, die Verantwortung 
anheimzustellen. 

Den allgemeinen sittlichen Grundsatz, den Lotze aus der Be- 
trachtung der UnvoUkommenheit unseres Wissens herleitet: „wo 
unser Handeln unerläTslich ist, mögen wir uns auf die Wahr- 
scheinlichkeit getrost verlassen, über die hinaus zur Gewifsheit zu 
gelangen uns unmöglich ist; wo wir dagegen gar nicht verpflichtet 
sind zu handeln oder doch nicht verpflichtet, ein unwiderrufliches 
Äufserstes zu vollziehen, da wird es sich schicken, unsere subjektive 
Überzeugung, die nur auf Wahrscheinlichkeit beruht, nicht für eine 
hinlängliche Berechtigung zu ihrer thatsächlichen Ausführung an- 
zusehen*' (Logik S. 413), hat man hoffentlich nicht in eine Vor- 
schrift fUr die Wissenschaft zu übersetzen, die sich an allgemeinen 
Erkenntnisprinzipien genügen lassen mufs und sich dagegen ver- 
wahren würde, die Lotterie unter ihre Methoden aufzunehmen. 

Die Disjunktion, deren Absicht es ist, einen unlösbaren Zweifel 
auszusprechen, läfst sich nicht zu einem Wahrscheinlichkeitsurteil 
umwerten. Gleiche logische Form bedingt durchaus nicht eine 
gleiche Beurteilung, wenn die zur Prüfung stehenden Dinge das 
eine Mal in ihrer Totalität und Wirkungsweise bekannt, das andere 
Mal völlig verschlossen sind. 

Der Spielraum unserer Gedanken ist unendlich; schränken wir 
ihn auf einen bestimmten, begrifflich erfafsbaren Bezirk ein, so 
leiten uns die Formen unserer Anschauung und geben uns Mittel, 
in räumlichen Bildern, wie es in der Logik geschieht, Normen unseres 
Denkens zu fixieren. E\lr die Abstraktion leisten diese Schemata 
eine nicht unwichtige Unterstützung; es ist ihnen aber eigen, dafs 
sie es niemals mit absoluten Gröfsenbestimmungen zu thun haben. 
Alle Grundbegriffe der Gröfsenlehre , wie Gleichheit und Ungleich- 
heit, haben hier einen völlig anderen Sinn; die Umfangsverhält- 
üisse der Begriffe sind nicht mathematische, sondern logische; die 
Beziehungen sind wesentlich qualitative; ihre quantitativen Ver- 
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faältnisse werden nur bei der Subordination, nicht bei der Koordi- 
nation berücksichtigt; die Bilder der Logik schematisieren Rang- 
Verhältnisse, während die Mathematik diese aufheben und nur Un- 
unterscheidbares, Gleichartiges behandeln will und darf. 

Es ist daher kein Wunder, dafs die Disjunktion unserer Bei- 
spiele es immer mit abzählbaren, individuellen Fällen zu thun hat, 
welche der Subsumption keine Schwierigkeiten bereiten, weil sie 
wirklich einander gleichen wie ein Ei dem anderen. Wodurch ich 
sie unterscheide, das sind Merkmale, die auf die gezählten Fälle 
selbst, die Ziehungen und Würfe, keinen Einfluls haben. Alle 
unsere Erkenntnis richtet sich darauf, unsere Gedanken auf das 
einzuschränken, dem ein Wirkliches entspricht; nur versuchsweise 
gehen sie weiter und eilen dem mühsamen Erfahrungsgebrauch 
voraus. Aber sie können ihren Gebilden keine Realität verschaffen, 
wenn diese nicht in der Erfahrung eine Stütze haben. Die Wahr- 
scheinlichkeit ist eine Funktion der Urteilsmaterie, sagt Stuicpf, 
aber ein Verhalten, oder was es sonst sei, das uns ein disjunktives 
Urteil mit lauter nur logisch unterscheidbaren Denkmöglichkeiten auf- 
nötigt, so zutreffend das letztere sein mag, giebt uns kein Recht, von 
lauter wirklich einander gleichenden Fällen zu sprechen, die in dem 
Urnenschema und dem beliebigen mechanischen Apparat, der die 
Kugeln zu tage fördert, das Gegebene, die Urteilsmaterie ausmachen. 

Die Koordination der Glieder im disjunktiven Urteil mufe also 
unter allen Umständen eine arithmetisch wertbare, sie darf keine 
rein logische sein, damit man eine mathematische Wahrscheinlich- 
keit aussprechen könne. 

Fassen wir alle unsere Ausführungen in einem Beispiele zu- 
sammen, das wir schon oben verwandt haben, so ist die W^ahr- 
scheinlichkeit | für eine von zwei Kugeln, deren eine w, die andere 
s ist, wenn sie beide vorhanden sind und beide unter denselben 
Bedingungen gezogen werden können. Weifs ich nur, dafs irgendwo 
eine Kugel sich befindet, die nur w oder s sein kann, eines von 
beiden sicher ist, so giebt es keinen Quotienten, der mir die Wahr- 
scheinlichkeit wertete, und ich beurteile nur mein glückliches oder 
unglückliches Erraten. 

Im ersten Falle ist einem Geschehen, dem Zug einer Kugel, eine 
feste objektive Grenze gegeben ; es giebt zwei logisch unterscheidbare, 
physikalisch gleichbedeutende Vorgänge, von denen einer wirklich 
werden mufs; im zweiten ist mein Denken auf den einen von 
zwei nur logisch unterscheidbaren Fällen eingeschränkt, die in ihrer 
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genetiBcheo Differenz beliebig, einen Fall von uneadlicb vielen der- 
selben Art gegenüber keinem von der anderen produzieren oder 
aus irgend einer Verteilung, die ich nicht kenne, mit vülUg gleichem 
Recht heratammen können. Wäre dieser Ursprung gegeben, so wäre 
irgend ein zwischen und 1 liegender Quotient die zutreffende 
Wertung der Wahrscheinlichkeit. 

Diese mathematische Wahrscheinlichkeit bat es also mit einem 
relativ unbestimmten, zutUUigen Ereignis zu thun, das nach seiner 
physikalisch-meehanischen Seite keinerlei Interesse bietet, und für 
dessen lediglich konventionelle Bestimmung in der Form unserer 
Quotienten die einzige funktionelle Beziehung, die dem Verslande 
zu setzen übrig bleibt, nur das Zahlenverhältnis, mafagebend ist. 

Jener belach eins werte Unterschied zieht also eine Grenze 
Kwnachen einer scharfen objektiven Bestimmung und einer Er- 
achleichung, die weder subjektiv noch objektiv, sondern lediglich 
ihrem Charakter gemäfs eine Aussage usurpiert, die ganz und gar 
nicht begründet ist. 

Wenn wir gleichwohl die beiden Fälle als für die Beurteilung 
identische anzusehen uns versucht fühlen, so wirkt dabei derselbe 
dialektische Schein, der uns vorspiegelt, dafa unseren Ideen, von 
denen wir nicht abzulassen vermögen, KealitSt zukommen mUsse, 
Unsere Gedanken ruhen nicht und kehren immer wieder zu den 
Forderungen unserer Vernunft zurück, die, alles einzelne über- 
springend, in der begrifflichen Zusammenfassung aller Erscheinungen 
eine Welt, nach den Begriffen, mit welchen wir urteilen, eine einzige 
WehuTBache, und nach dem Bilde des Zufalls, welchen wir schaffen 
kennen, eine Freiheit in dem Geschehen, das sich an unseren Willen 
knüpft, setzt und nun mit diesen Ideen, die scheinbar von der 
höchsten Instanz der Erkenntnis gebilligt sind, operieren möchte, 
als wenn sie nicht ihre eigenen Schöpfungen, sondern ebensoviel 
Wirklichkeiten wären. 

Sobald wir den Ideen mit dem Verstandesgeb rauche näher 
iken, ihnen gegenüber die Ansprüche geltend machen, weiche wir 
die Erkenntnis stellen, die man als sicher Gewufstes und all- 
lein Anerkanntes in dickleibigen Encjklopttdieea niederlegt, 
weichen sie zurück und überlassen uns einer Leere, die uns dem 
Skeptizismus in die Arme führt, wenn es uns nicht gelingt, zu ihnen 
ite Stellung zu nehmen. 
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Giebt es nun aber im Felde der reinen Vernunft keine Polemik^ 
weil beide Teile Luftfeehter sind [„die Schatten, die sie zerhauen^ 
wachsen, wie die Helden in Walhalla, in einem Augenblicke wiederum^ 
zusammen, um sich aufs neue in unblutigen Kämpfen belustigen za 
können." (Krit. d. r. V. S. 589)], so sind wir besser daran, wo- 
OS uns im Gebiete des Verstandesgebrauchs nur auf Mehrung oder 
Hichorung der Erkenntnis in der Erfahrung ankommt 

Unsere Beurteilung im Gebiete des Wahrscheinlichen kann nur 
durch den Verstand selbst kritisiert und korrigiert werden. Es ent- 
spricht dem Möglichen so wenig als dem Wahrscheinlichen etwas 
aufsorhalb unserer Gedanken. Das Mögliche ist es nur, weil der 
Komplex von Bedingungen, dem wir irgend einen Erfolg zusprechen, 
oben diesen Erfolg einmal herbeigeführt hatte, oder eine Kombi- 
nation von Bedingungen, die allen bisherigen Erfahrungen gemäls 
sind, eine Wirkung henrorzubringen vermag, die wir als möglich 
bezeichnet haben. Das Mögliche wird in irgend einem Grade zum 
Wahrscheinlichen, wenn aufser den allgemeinen auch noch besondere 
Gründe sich angeben lassen, die für das Subjekt der Aussage 
sprechen. Das mit mathematischer Wertung als wahrscheinlich 
Geltende setzt voraus, das die Gründe gleichwertig und die 
Wirkungssphltre in ihrer Totalität gegeben sei. Liegt diese nur in 
unseren Gedanken, beruht die Entscheidung des Falles, der zur 
Beurteilang steht, in der Wirklichkeit auf uns völlig unzugänglichen 
Zusammenhingen, so täuscht uns die gleiche Unwissenheit ttber die 
eimelnen Fälle nur eine gleiche, begründete Wahrscheinlichkeit vor 
und wir verfidlen dem Irrtum, wenn wir unser Urteil durch ein 
Moment bestimmen lassen « dem nichts als voreiliges Denken ent- 
•INritihc 

Wmn 

S entweder Pj oder P, 

•ein kann und eins von beiden sein mufs, und wenn 

S entweder P\ oder P\ oder P n 

sein kann« aber eins von diesen m Prädikaten notwendig eriiaiten 
muls« so ist e« ein TrugsckloTs« au sagen, das Urteil 

sei wahncheinlicher als 

5' = p; 

w\>fi!»rtt dieee Formen den ganzen Inhalt onserer Kenntnis 
»iereiu Kbenso ist e« eine Utaaehiuig^ m s^geiH das Urteil 
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S' = P\ oder P', oder P', • • • oder P'._i 

«ei wahrscheinlicher als 

S' = P'., 

obwohl dort n — 1 Möglichkeiten, hier nur eine von n in Betracht 
kommen. Dejr Irrtum liegt aber nicht in den logischen Formen, 
sondern in der Unbestimmtheit ihres Inhalts, der auch für die 
Wahrscheinlichkeitsaussage zureichende Gründe aufweisen mufs. 

Es kann sehr wohl möglich sein, dafs die Gröfsenverhältnisse, 
welche das Wahrscheinlichkeitsurteil für mathematische Graduierung 
geeignet machen, in der LANOEschen Darstellungsweise so aussehen : 

P P 



X S 




P' 



P' 




P'x 


P'^ 


P'b-I 


P". 



und unser Denken und unsere Unkenntnis allein kann nicht be- 
wirken, dafs sich die noch so einwandfreien logischen Koordi- 
nationen den Ansprüchen fügen, welche von der Mathematik 
gestellt werden, sofern sie zählen soll, was unser Urteil leiten 
kann. 

Der Kombinatorik entspricht in der Logik das Verfahren, mit 
dem wir disjunktive Urteile zur Verknüpfung bringen. Will die 
Logik rein formal die Verbindungsweisen zur Darstellung bringen, 
die in der mathematischen Wahrscheinlichkeitslehre zur Anwendung 
gelangen, so legt sie den Gedankeninhalt mathematischer Operatio- 
nen blofs. Aber die formale Logik so wenig als die Mathematik 
kann lehren, was wahrscheinlich ist. Die Mathematik hat es 
lediglich mit Gröfsen zu thun ; ihre Verknüpfungen werden von der 
Logik beschrieben und gerechtfertigt, und wenn der Mathematiker 
sich unter Umständen gegen die Philosophie ablehnend verhält, 
weil er sie, leider nicht ohne Grund, mit der Spekulation ver- 
wechselt, so ist er in der Lage des Magnaten, der alles, was er 
braucht, im eigenen Betriebe herstellt. Die Mathematik schafft sich 
ihre Methoden selbst und braucht auf eigenem Gtebiete die Polizei 
der ELritik nicht zu scheuen. In der Wahrscheinlichkeitslehre und 
der unbeschränkten Anwendung der Kombinationslehre aber ist sie 
gleichwohl auf Abwege geraten. Der Mathematiker braucht Gleich- 

18* 
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artiges und ist gewohnt, in seinen Rechnungen von Unwichtigem 
zu abstrahieren ; ihm ist die Neigung zu verzeihen; Gleichartiges zu 
sehen, wo es in Wirklichkeit weder ist noch sein kann. Im dis- 
kursiven Denken herrschen qualitative Unterschiede; die Sub- 
ordination der Begriffe, welche dem Oberbegriff einen gröfseren 
Umfang zuspricht, als dem besonderen, der sich ihm einfügt, 
hat logisch nur Bedeutung, weil gröfser und kleiner hier als all- 
gemein und minder allgemein sich gegenüberstehen. Kein Wunder, 
dafs überall Anschauung und Begriff, wo wir ihnen im Gebrauch 
unseres Verstandes wirklich begegnen, ihre gemeinschaftliche 
Wurzel nicht verleugnen, aus der sie nicht wie zwei Stämme, 
sondern einheitlich, nur im analytischen, abstrakten Denken trenn- 
bar, emporspriefsen. 

Sind formale Logik und Mathematik für sich nicht kompetent, 
Wahrscheinliches zu bestimmen, so müssen beider Ansprüche auch 
hier gewahrt sein, wie in allem Denken. Aber es ist lediglich ein 
allgemeines Erkenntnisproblem, das zur Diskussion steht; auch die 
Mechanik an und für sich hat nicht mitzureden, weil sie schon 
vorausgesetzt, ist Die Einzelprozesse spielen ihre Rolle, aber eben 
sie kümmern uns nur insofern, als sie selbst erklärt sind, soweit 
es eine Erklärung giebt und geben kann. Das Prinzip der gleichen 
Spielräume haben wir deshalb als unnötig abgelehnt. Es genügt 
uns, dafs wir den Begriff eines gleichartigen und gleichvorbereiteten 
Geschehens bilden können, dafs wir nicht blofs Dinge zur Einheit 
in der Vorstellung bringen können, sondern auch Vorgänge, welcher 
Art sie auch seien. Die Zahl bestimmt unser Urteil, weil und wo- 
fern das Geschehen von ihr abhängt. Soll mein Urteil eine Funktion 
der Urteilsmaterie, die wesentlich in einem Zahlenverhältnis be- 
steht, sein, so mufs auch das zu Beurteilende eine Funktion der 
Zahl oder doch wenigstens wesentlich sein. Wie kann das Wahr- 
scheinliche, das begründeterweise sich verwirklicht, noch den An- 
lafs zu einer Fragestellung geben? 

Der Quotient selbst kann sich nur in einer Anzahl bewähren 
die der Gesamtsphäre entspricht, aus welcher wir den charakte- 
ristischen Bruch entnommen haben. Weicht das Gesamtverhalten 
von unserer Bestimmung ab, so kann ein Irrtum vorliegen, oder die 
an sich richtige Beurteilung hat sich darauf zu berufen, dafs sie 
die völlige Sicherheit des Geschehens weder behaupten wollte noch 
hinreichend begründen konnte. Der Einzelfall widerlegt und be- 
stätigt nichts. Der Gewinner, der sich zum Bewufstsein bringt, 
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da& seine Chancen 1 : 1499999 betragen haben, urteilt richtig; sein 
QlUck kann ihn nicht widerlegen. Dafs er nichts Subjektives aus- 
gesagt hatte, liegt am Tage, wenn man nicht etwa damit behaupten 
will, dafa wir subjektiv urteilen, insofern wir nicht allwissend aind. 
Erst wenn er eine besondere Ursache fttr dun seltenen Fall kon- 
struieren zu mtisaen glaubt, gerflt er auf Abwege, und gar nicht 
echlimmer aU der Philosoph, der, nicht imstande, das Bebrüten des 
Kiea durch den Vogel aus materiellen Ursachen abzuleiten, lediglich 
aus seiner Unkenntnis auf die Undenkbarkeit erschöpfbarer wissen- 
schaftlicher Ursachen und mit einem kühnen mathematischen An- 
sätze auf ein geheimnisvolles geiätiges Moment exakt zu schlielsea 
sich anschickt. Auch das ist ein Standpunkt, bei dem man nach 
Kant» eindringlicher Warnung nur mit Verwunderung Zahl und 
Gleichung in die Aktion treten sieht. „Das grofse GlUck, welches 
die Vernunft vermittelst der Mathematik macht, bringt ganz natUiv 
licherweise die Vermutung zuwege, dafs es, wo nicht ihr selbst, 
doch ihrer Methode auch nufaer dem Felde der Gröfaen gelingen 
werde, indem sie alle ihre BegriflFe auf Anschauungen bringt, die 
sie a priori geben kam, und wodurch sie, so zu reden, Meister Über 
die Natur wird." (Kritik d. r. V. S. 567.) 

Warum diese Vermutung falsch ist, hat Kant am citierten Orte 
sehr eingehend erörtert. In der Anwendung der Wahracheini ich- 
keitslehre auf metaphysische Prägen zeigt sich aber ein doppelter 
Irrtum. Einmal wird als mathematische Beweiafllhrung ausgegeben, 
was höchstens die zahlenmJifsige Illustration unserer Unkenntnis 
sein kann, sofern es sich um eine abgeschlossene Reihe von Denk- 
möglichkeiten handelt, denen auch die Möglichkeit nach Gesetzen 
der Erfahrung abgeht; fürs andere sucht man etwas wahrscheinlich 
EU machen, das mit dem gelindesten Zweifel behaften soviel als es 
leugnen heifst. Wer die Möglichkeit zugiebt, dafs die erhabenen 
Ideen unserer Vernunft eitel Blendwerk sein können, und der 
Quotient läfst das immer zu, wenn auch die Neunen des Dezimal- 
bruchs bis zum Monde reichen, der raufs die Waffen strecken, wenn 
der Gegner ihm seine Scheinbeweise zerptiUckt, „Denn die Wirk- 
lichkeit solcher Ideen blofs wahrscheinlich machen zu wollen, ist 
ein ungereimter Vorsatz, ebenso, als wenn man einen Satz der 
Geometrie blofs wahrscheinlich zu beweisen gedächte." (Kritik d. 
r. V. S. 602) 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Kritik ihrer Anwen- 
dungen aufzufordern, war der Zweck aller unserer Ausfllhrungen. 
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Wir haben in ihren Ao&tellimgen and Konsequenzen ein festes 
Gefäge aufweisen können, das sich gegen den Vorwurf der Willkür 
im Sinne eines Instruments, mit dem man die Objekte bald grob, 
bald klein sieht, durchaus verwahren kann. Schwieri^eiten , den 
scharfen Anforderungen der Auflassung gerecht zu werden, sind 
wir nirgends b^egnet Kunststücke, welche die menschliche Er- 
kenntnis nicht leisten kann^ sind keine Schwierigkeiten, sondern 
Verstandeshallucinationen, gegen die man sich zu wehren hat 

Der Schwerpunkt der Disziplin liegt in ihrem logischen Ge- 
halt, der nur gerechte Würdigung finden würde, wenn die Voi^ 
lesungen über angewandtes Denken sich seiner bemächtigten. 
Namentlich die Kontroversen und ihre Kritik geben ein lehr- 
reiches Kapitel der Erkenntnistheorie. Den Streit endgültig ge- 
schlichtet zu haben, mafsen wir uns nicht an; im Gegenteil hoffen 
wir, dals in zukünftiger Darstellung von berufener Seite die Mängel 
Termieden werden, deren wir uns durchaus bewulst sind. 

Die Disziplin ist nicht einem unmittelbaren Gebot des mensch- 
lichen Verstandes entsprungen. Sie ist ein Instrument, das auf 
Erfindung beruht und kein universell anwendbares Medium unserer 
Gedanken, das bei der Analyse des Verstandes, welche Ka^tt vor- 
genommen hat, sich notwendig hätte ergeben müssen. Denn zu 
entdecken sind nur die Gesetze unseres Denkens und unserer An- 
schauung. Gesetze giebt die Disziplin nicht, sondern Regeln, die 
man gut thut zu beachten, zu denen man aber nicht gezwungen 
werden kann. 

Die Gesetze aber sind für Jedermann und auch tur den ge- 
meinen Verstand, denn er t"ägt sich ihnen. Er. der Verstand, irrt 
niemals, so wenig wie die Sinne sich täuschen, aber sein Inhalt 
ist mangelhaft und ewig der Ergänzung fiüug. Überkommene Irr- 
tümer ruhen auf der Überzeugung, dafs die allgemeine Prüfung 
schon vorgenommen ist: was in der Schule gelehrt wird, ist richtig, 
weil es der Lehrer sagt und wissen mufs. Vor der eigenen Prü- 
fung weicht jeder Irrtum, wenn er nur vom Denken abhängt aber 
das Erkennen verlangt mehr — eine Analvse de* Geschehens, das 
dem Denken konform sein solL Diese Analyse ist unsere mensch- 
liche Autgabe; wir glauben uns oft schon am Er.de, zwingen unsere 
Gedanken dem Geschehen auf. es nsagiert scheinbar, also sind wir 
im Recht. A&isiotelss mahnt: wunden euoL Cjirixsius: zweifelt 
Kaxt: seid kritisch. ur.d wenn alle Gesetze de* Denkens und der 
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Anschauung entdeckt und inventarisiert wären, so wäre der MeiCsel 
geschärft, aber der Marmor ist sprOde. 

Wir erkennen das Einzelne; es gelingt uns die Analyse hier 
und dort, aber das Gesamtbild will sich nicht herstellen. Da tritt 
der Künstler ein, der frei schaflFt, die Lücken auszufüllen. Wir 
haben dann ein Ganzes, aber dem ästhetischen Genügen fehlt das 
Vorhandensein einer lückenlosen, überzeugenden, zwingenden Reali- 
tät In der Philosophie hat es der Künstler am schwersten, denn 
die Metaphysik bedarf des Mörtels, den wir unserer schon vor- 
handenen Erfahrung entnehmen; die Phantasie wird nicht blols 
durch fireies, aber gesetzliches Denken, sondern auch durch alles 
sichere Wissen der Menschen gezügelt 
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